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1 Einleitung

In den letzten Jahren ist das Verstandnis der ,Welt der Quanten®, ihrer Gesetze und
Eigenschaften immer umfangreicher und tiefer geworden. Die Begriffe , Teleportati-
on® [1], ,Quantenkryptographie [2, 3] und ,Quantencomputer |1, 5] sind nicht nur in
der Fachpresse zu Begriffen des téglichen Lebens avanciert. Hinter diesen Begriffen ste-
hen nichtklassische, quantenmechanische Phanomene, die von vielen Wissenschaftlern
auf der ganzen Welt untersucht werden. Zum Teil sind diese Phdnomene theoretisch
gut verstanden, jedoch experimentell noch kaum realisiert - einige, beispielsweise der
,praktisch niitzliche* Quantencomputer, sind bis heute iiberhaupt nicht zugénglich.

Andererseits sind gewisse grundlegende Eigenschaften der Quantentheorie, oder der
Welt der kleinsten Bausteine des Universums, auch theoretisch bis heute nicht umfassend
verstanden. Eine der wohl wichtigsten Eigenheiten der Quantenwelt ist die Verschrdn-
kung (engl. entanglement). Alle oben genannten Quantenphinomene, also Quanten-
computer, Quantenkryptographie, Teleportation usw., bauen auf diesem fundamentalen
Phédnomen auf. Verschrinkung ist eine Eigenschaft von Systemen, die aus mehreren
Teilsystemen aufgebaut sind. Sind die Subsysteme miteinander verschriankt, so weisen
Messungen an unterschiedlichen Teilsystemen Korrelationen auf, die es in einer rein klas-
sischen Welt nicht geben kann, d.h. die von einer klassischen, lokal realistischen Theorie
nicht erklart werden kénnen. Die Teilsysteme selbst haben dann keine scharf definierten
lokalen Eigenschaften mehr. Natiirlich gibt es auch andere Zustédnde in der Quantenme-
chanik, bei denen lokale Figenschaften scharf definiert sind. Diese bezeichnet man als
klassische oder separable Zusténde. Bis heute ist die Grenze zwischen diesen unterschied-
lichen Zustédnden - den verschrinkten und den separablen, oder anders ausgedriickt, den
klassischen und den wirklich quantenmechanischen Zusténden - fiir viele Systeme noch
weitgehend unerforscht. Es gibt bis jetzt keine allgemeingiiltigen scharfen Kriterien fiir
Verschréankung oder Separabilitét, lediglich fiir einige Spezialfille existieren scharfe Se-
parabilitdtskriterien [0], die meisten allgemeineren sind entweder nur hinreichend oder
nur notwendig [7,8,9, 10, 11], dazu mehr in Kapitel 6. Die Grenze zwischen der klassi-
schen Welt und der quantenmechanischen Welt sowie Uberginge von einem Szenarium
in das andere bergen noch viele neue und interessante Aspekte, die bis jetzt noch wenig
bekannt sind.

Schon die Verschrankung an sich bereitet grofie Schwierigkeiten, da sie offenbar nicht
den klassischen Erfahrungen unserer Welt entspricht. So glaubte man anfangs, die Quan-
tentheorie sei in bestimmter Hinsicht nicht vollstdndig und EINSTEIN, PODOLSKY und
ROSEN (siehe [12]) hofften mittels Einfiihrung versteckter Variabler in die Theorie das
seltsame Phidnomen Verschriankung zu beseitigen. Nachdem heute allerdings in vielen
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Experimenten solche verschriankten Zustéinde untersucht werden konnten, hat man sich
mit diesem Phénomen angefreundet. Allerdings ist in den vergangenen Jahren - durch die
Bemiihungen des Baus eines NMR-Quantencomputers |13, 10] und die dort verwendeten
gemischten Zustinde - die Frage gestellt worden, ob Verschrinkung fiir die oben ange-
sprochenen Anwendungen wirklich unbedingt nétig sei. Schluffendlich kann diese Frage
jedoch bis jetzt nicht beantwortet werden. Im Zusammenhang mit der Untersuchung von
NMR-Ensemble sind gemischte Quantenzusténde wie der WERNER-Zustand [ 1] studiert
worden. Der hier genannte WERNER-Zustand ist von besonderem Interesse, da mittels
eines Parameters eingestellt werden kann, ob der Zustand separabel oder verschréankt
ist.

Die vorliegende Arbeit stellt den Versuch dar, gemischte Zustéinde vom WERNER-Typ
besser verstehen zu lernen. Dabei ist die wichtige Eigenschaft, die Nicht-Separabilitét
oder Verschrankung, von besonderem Interesse. Der hier beschrittene Weg ist in gewis-
sem Sinne der der klassischen Simulation quantenmechanischer Korrelationen oder von
Verschrankung. Als Grundlage sollen klassische Zusténde dienen, die so genannten Pro-
duktzustéinde. Das sind reine, separable Zusténde, die keine Verschriankung enthalten.
Diese Zustédnde werden gemischt, nicht kohérent superponiert, was zur Folge hat, dass
jeder erzeugte Zustand mit Sicherheit separabel ist, da eine Mischung keine Verschrén-
kung erzeugen kann. Von Interesse wird sein, ob es moglich ist, Mischungsverfahren
anzugeben, mit denen man bestimmte Korrelationen herstellen kann, z.B. Korrelatio-
nen vom WERNER-Typ. Optimal wiirde ein solches Verfahren funktionieren, wenn man
damit Zustdnde direkt an der Separabilitdtsgrenze erzeugen kénnte. Bei allen diesen
klassischen Simulationen wéchst der Aufwand exponentiell mit der Subsystemzahl an.
Trotzdem kann man hier viel iiber die Struktur des quantenmechanischen Zustands-
raums, die Eigenschaften von gemischten Zustdnden und Zustandsklassen, Partitionie-
rung des Zustandsraums, Separabilitéitsgrenzen und das Verhéltnis von klassischen zu
quantenmechanischen Zusténden und Korrelationen lernen. Auch im Hinblick auf den
hier verwendeten Formalismus, der sich zur Beschreibung von Korrelationen jeglicher
Art als sehr giinstig erwiesen hat, diirfte diese Arbeit von Interesse sein.

In dem nun folgenden Kapitel 2 sollen zunéchst sowohl quantenmechanische Grund-
lagen als auch interessante Gedankenexperimente zur weiteren Einfithrung in die The-
matik vorgestellt werden. Die Kapitel 3 und 4 werden sich mit der Einfiihrung einer
giinstigen Darstellung von Korrelationen beschéftigen. In Kapitel 5 sollen die schon
oben angesprochenen WERNER-Zusténde vorgestellt werden und Kapitel 6 wird sich
mit Separabilitdtskriterien und deren Anwendung auf die vorgestellten Zustandsklassen
beschéftigen. In den folgenden Kapitel 7-11 werden, wie angesprochen, Mischungsver-
fahren entwickelt und untersucht. Kapitel 12 wird schliefflich eine Zusammenfassung der
Arbeit und einen Ausblick fiir die weitere Forschung bieten.



2 Grundlagen und Motivation

Zunéchst soll jetzt kurz auf die quantenmechanischen Grundlagen zur Beschreibung
von Quantennetzwerken eingegangen werden. Dabei werden nur die wichtigsten und
fiir die vorliegende Arbeit unerléfilichen Theoreme und Definitionen kurz vorgestellt.
Weiterfiihrend wird auf die umfangreiche Literatur zum Thema und insbesondere auf [ 1]
verwiesen.

Im zweiten Teil dieses Kapitels soll dann auf einige interessante Gedankenexperimen-
te eingegangen werden, um die Arbeit in den Gesamtkontext der Quanteninformations-
theorie bzw. der Theorie grofler Quantensysteme einzuordnen und eine Interpretation
der Ergebnisse vor diesem Hintergrund zu erlauben.

2.1 Quantenmechanische Grundlagen

2.1.1 Quantennetzwerke und Hilbertraum

Im folgenden sollen Systeme betrachtet werden, die aus N-Subsystemen oder ,, Knoten*
aufgebaut sind. Jedes dieser Subsysteme u sei ein endlich dimensionales Quantensystem
mit n,-Niveaus. Solche Systeme werden im allgemeinen auch als Quantennetzwerke
bezeichnet. In dieser Arbeit sollen nur homogene Netzwerke betrachtet werden, d.h. alle
Knoten haben gleich viele Niveaus n, = n.

Der Hilbertraum Y des gesamten Quantennetzwerks ist ein Produkthilbertraum
bestehend aus den Hilbertraumen () aller Knoten u:

D — ) g g o) (2.1)

Die Dimension d des gesamten Hilbertraums ergibt sich als Produkt der Einzelhilbert-
raumdimensionen, hier also n”V. Eine geeignete Basis fiir den Hilbertraum ist die Pro-
duktbasis, die spéter eingefiithrt wird.

2.1.2 Liouvilleraum

Lineare Operatoren, die auf Zusténde des d-dimensionalen Hilbertraums (% wirken,

sind Elemente des d*-dimensionalen Liouvilleraums £@). Dieser Operatorraum wird
aufgespannt von einer Basis bestehend aus d? linear unabhiingiger Basisoperatoren. Eine
solche Basis soll in Kapitel 3 vorgestellt werden (siehe auch [10]).
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2.1.3 Dichteoperator

Um in der Quantenmechanik einen Zustand zu beschreiben, z.B. den eines Quantennetz-
werkes, gibt es unterschiedliche Méglichkeiten. Die allgemeinste Form der Beschreibung
ist die mittels eines Dichteoperators p. Oft erweist sich die Matrixform des Dichteopera-
tors mit den Matrixelementen p;;, fiir die Darstellung als giinstig. Der Erwartungswert
einer Observablen A kann dann durch

(A) = Spur{A p} (22)

berechnet werden. Wie jeder Operator kann auch der Dichteoperator in seine Eigenbasis
zerlegt werden und geht dann in Diagonalform iiber. Mit den Eigenwerten \,, und den
Eigenzustéanden |),,) des Dichteoperators ergibt sich die Darstellung;:

p= Z)‘m|)‘m><>‘m|' (2.3)

Allerdings muss der Operator, um einen echten quantenmechanischen Zustand beschrei-
ben zu kénnen, die folgenden drei wichtigen Eigenschaften erfiillen (siehe dazu auch [17]):

1. Normierung: Spur{s} =1

2. Hermitizitit: p = p
Aufgrund dieser Eigenschaft kann der Dichteoperator selbst als Observable ange-
sehen werden.

3. Positivitat: Der Operator muss positiv definit sein, d.h. alle Eigenwerte miissen
grofer oder gleich Null sein, man schreibt: p > 0.

Betrachtet man die Eigendarstellung des Dichteoperators Gl. (2.3), so folgt aus der
Hermitizitdt und der Positivitédt, dass alle Eigenwerte \,, positive reelle Zahlen sein
miissen. Wegen der Normierungsforderung muss die Summe aller Eigenwerte eins sein,
weshalb diese als Wahrscheinlichkeiten interpretierbar sind. Der Dichteoperator kann
also als Mischung der reinen Zusténde |\,,,) mittels der Gewichte A, verstanden werden,
oder als Zustand eines Ensemble, dessen Teile mit Wahrscheinlichkeit \,, im Zustand
|Am) zu finden sind.

Im allgemeinen ist es oft schwierig zu zeigen, dass ein Operator alle drei Forderungen
fiir einen echten Zustand erfiillt. Vor allem die letzte der drei Forderungen, die Positivi-
tat, ist haufig nicht direkt zugénglich. Auch in dieser Arbeit ist es desofteren schwierig,
die Positivitat einer Matrix zu zeigen, da die Eigenwerte nicht allgemein berechenbar
sind. Aus der Mathematik ist eine interessante Eigenschaft von Skalarproduktridumen
bekannt, mit der die Positivitét einer Matrix {iberpriift werden kann, ohne die Eigenwerte
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explizit auszurechnen.

Definition 1: Skalarproduktraum

Ein Satz von Elementen «,(3,... spannt einen vollstdndigen, linearen
Skalarproduktraum ¥ auf genau dann, wenn folgendes gilt:

1. Linearitit:

a+p eV
ca €Y% mitceC

2. Skalarprodukt: Zwischen zwei Elementen von 7 ist ein Skalar-
produkt definiert

(o, B) =c¢ mit c € C
mit den Eigenschaften:

(o, 0) = (B, )

(o,) >0

3. Vollstandigkeit: Fiir jedes a muss gelten:

(o, ) = Z(a,ﬁi)(ﬁna)

(]

Man iiberzeugt sich leicht, dass alle diese Eigenschaften fiir den Hilbertraum 7 mit den
Elementen |«),|3) und dem zugehérigen Skalarprodukt («|F) erfiillt sind. In solchen
Skalarproduktraumen gilt die CAUCHY-SCHWARZ-Ungleichung:

Theorem 1: CAUCHY-SCHWARZ-Ungleichung

In einem vollstandigen, linearen Skalarproduktraum ¥ gilt fiir die Ele-
mente «, § die Ungleichung:

(. B) < (@, )(8,5).

Im Folgenden wird ein Dichteoperator p mit der Eigenwertgleichung p [A\,,) = M| Am)
betrachtet. Zusitzlich braucht man eine weitere vollstéindige orthonormale Basis [¢)()
mit der Entwicklung in die Eigenbasis von p:

D) =D D) Al ®) =Y~ 9@ [Am). (2.4)

Jetzt werden die Matrixelemente von p in der Basis 1)) berechnet und man stellt fest,
dass das Objekt (1) p [/}, unter bestimmten Voraussetzungen fiir p, die Eigenschaf-
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ten eines Skalarprodukts erfiillt. Berechnet man das Matrixelement:

<¢<f>|ﬁ|¢<j>>:2( O) (el 202 A
(47) 2 PulolAn)

=Am (Sk,m

Z
> (v ) o9 A (2.5)

erhélt man eine komplexe Zahl. Auflerdem gilt, wenn die Eigenwerte A\, von p reell sind:
WO p 1) = 37 () o he = @O p o). (26)
k

Ist A\x > 0, so folgt fiir das Diagonalelement:

(! Z W& A > 0. (2.7)

Damit hat das Objekt (1] 5|19)) genau dann die Eigenschaften eines Skalarprodukts,
wenn der Dichteoperator p positiv definit und hermitesch ist. In diesem Fall gilt eine
CAUCHY-SCHWARZ-Ungleichung. Diese Aussage ist auch umkehrbar: aus der Giiltig-
keit einer CAUCHY-SCHWARZ-Ungleichung kann auf die Positivitit einer Dichtematrix
geschlossen werden.

Theorem 2:

Eine gegebene Matrix p ist genau dann positiv definit, wenn
021D P < ()50 p )

gilt.

Theorem 2 ist ein sehr niitzlicher Positivitatstest.

2.1.4 Reine und gemischte Zustdnde

Die Dichtematrix beschreibt den gesamten, fiir ein System zugénglichen Zustandsraum.
Dieser Zustandsraum kann weiter unterteilt werden in reine und gemischte Zusténde.
Ein reiner Zustand kann als Vektor |¢) im Hilbertraum ¢ dargestellt werden, was fiir
einen gemischten Zustand nicht moglich ist. Ein einzelnes Quantensystem mit einer
Hilbertraumdimension n hat die reinen Basiszusténde [i) = |0),...,|n — 1), die den
ganzen Hilbertraum aufspannen. Fiir ein Quantennetzwerk bestehend aus N Knoten
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erweist sich die Produktbasis zum Aufspannen des d dimensionalen Hilbertraums als
giinstig.

Definition 2: Produktbasis

Die Produktzusténde |3) = |i1) ® - - - ® |iy) bilden eine Basis des 5#™")
mit

Orthonormalitét:  (4|j) = 0;; und
Vollsténdigkeit: Y _ [i)(i| = 10",

Zusténde im Gesamthilbertraum |¢) werden im Folgenden durch Indexvektoren i =
{i1,...,in} indiziert. Das eingefithrte KRONECKER-Delta iiber Indexvektoren entspricht
dem Produkt (5,,;7‘7' = 6i1,j1 cee 6iN,jN'

Die Dichtematrix eines reinen Zustands [¢) erhélt man durch p = |¢)(¢)]. Ob ein
Zustand rein oder gemischt ist, lasst sich mit Hilfe des Quadrats der Dichtematrix ent-
scheiden; es gilt ndmlich

=1 — reiner Zustand

Spur{ p?} — 2.8
purt o7 {< 1 — gemischter Zustand (28)

Der total gemischte Zustand, dargestellt durch den Operator éi, ergibt hier den kleinsten
Wert, ndmlich é, wobei d die Dimension des betrachteten Hilbertraums ist.

2.1.5 Reduzierte Dichtematrix

Anfangs hat man nun einen Dichteoperator, der den Zustand eines Quantennetzwerks
mit N-Knoten im gesamten Hilbertraum beschreibt. Interessiert man sich hingegen
fiir den Zustand eines einzelnen Knotens p, so muss man das gesamte iibrige System
ausspuren. Wird zunéchst nur ein Subsystem v aus einer Gesamtdichtematrix ausgespurt

ﬁRest - Spury{ﬁges}v (29>

bleibt eine Dichtematrix, die alle Knoten ohne den v-ten beschreibt, iibrig. Mochte
man nun eine Dichtematrix, die nur den einzelnen Knoten p beschreibt, miissen alle
anderen Subsysteme auch noch ausgespurt werden. Die Dichtematrix des p-ten Knotens
berechnet sich dann durch:

Pu = SPUry,, . 31 Pges} (2.10)

2.2 Gedankenexperimente

Um ein wenig mehr Einblick in die moderne Quantenmechanik zu geben, sollen hier
zwei Gedankenexperimente vorgestellt werden, die in den letzten Jahren grofien Be-
kanntheitsgrad erlangt haben. Diese Experimente haben, in leicht abgewandelter Form,
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auch hier zu interessanten Einblicken verholfen und sollen es ermoglichen, diese Arbeit
in den Kontext der Quanteninformationstheorie einzuordnen.

2.2.1 EPR-Paradoxon

Das im Folgenden beschriebene Paradoxon geht auf einen Artikel von EINSTEIN, PO-
DOLSKY und ROSEN [12] zuriick. Durch die Verschrinkung von Subsystemen sind Zu-
stdnde moglich, bei denen einzelne Subsysteme iiberhaupt keine scharfen Eigenschaften
mehr besitzen. Dafiir treten Mehrteilchenkorrelationen auf, die klassisch nicht verstan-
den werden konnen. Solche Zusténde werden seither als EPR-Zusténde, verschrinkte
Zusténde oder auch , Katzen“-Zustinde bezeichnet. (Der Name ,Katzen“-Zustand geht
auf A. SCHRODINGER [!8] zuriick, siche dazu Kapitel 5.) Der im Folgenden betrachtete
verschriankte Zustand ist ein Zustand eines Quantennetzwerks, bestehend aus zwei Sub-
systemen (mit den Nummern 1 und 2) mit jeweils zwei Quantenniveaus |0) und |1), und
kann dargestellt werden durch die kohérente Superposition zweier Produktzusténde:

1

75 (100,02 + 110, 1(2)). (2.11)
Genaueres {iber diesen in der Literatur sehr oft verwendeten und wohl bekanntesten
Mehrteilchenquantenzustand ist in Kapitel 5 zu finden. Experimentell ist es gelun-
gen, solche EPR-Zustédnde mittels polarisationsverschrankter Photonenpaare darzustel-
len (siehe dazu auch [19,15,20]). Dann sind die Zusténde |0) bzw. |1) die beiden Pola-
risationseigenzusténde eines Photons.

Hat man eine Quelle, die ein polarisationsverschrinktes Photonenpaar erzeugt, das
rdumlich getrennt werden kann und dessen einzelne Photonen gemessen und untersucht
werden koénnen, kann ein EPR-Experiment durchgefiihrt werden. Wie bereits angespro-
chen ist beim EPR-Zustand keines der Teilchen lokal in einem definierten Zustand, d.h. in
einem Zustand der Form |¢) = a|0) 4+ b|1), wobei a und b beliebige komplexe Zahlen sein
konnen (Norm: |a|? + |b]> = 1). Oder andersherum ausgedriickt sagt man: der Zustand
ist nicht separabel in ein Produkt aus lokalen Zusténden der beiden Teilsysteme (siche
Kapitel 6) in der Form |¢(1)) ® |£(2)). Damit fithrt eine lokale Messung der Polarisation
eines der Photonen in 50% der Fille zur Messung von |0) und in den anderen Féllen zu
|1). Ein einzelnes Photon befindet sich lokal in einem total gemischten Zustand. Diese
Tatsache findet man auch, wenn man aus dem EPR-Zustand ein Subsystem ausspurt.

Das Ergebnis einer Korrelationsmessung der Polarisation beider Photonen erschien
nun zunéchst paradox. Eine solche Korrelationsmessung kann wie in Abbildung 2.1(a)
durchgefiihrt werden. Die Apparatur besteht aus zwei Detektoren und zwei Filtern, die
im Winkel © zueinander eingestellt sind, sowie der oben beschriebenen Photonenpaar-
quelle, die ein polarisationsverschranktes Paar erzeugt. Im Anhang F.1 kann nachvoll-
zogen werden, wie hier das in Abbildung 2.1(b) dargestellte Messergebnis der Korrelati-
onsmessung berechnet werden kann. Hier ist die von © abhéngige Korrelationsfunktion
f(©) aufgetragen, die fiir © = 0 eins (Ergebnis der Einzelmessungen ist perfekt kor-
reliert), fiir © = 7 null (keine Korrelation mehr vorhanden) und fiir © = 7 minuseins
(Antikorrelation) ist. Es entsteht der Eindruck, dass, wenn das eine Teilchen im Zu-
stand |0) oder |1) gemessen wird, das andere Teilchen instantan in den selben Zustand

Katze(1,2)) =
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(S
Filter 1 Filter 2 1 7
- S}
{ Quelle } ™ 27
Det 1 ‘Katze(l, 2)> Det 2 1

(a) (b)

Abb. 2.1: (a) Apparatur zur Korrelationsmessung der Polarisation zweier polarisationsverschrinkter
Photonen; die absoluten Messrichtungen sind beliebig wihlbar; (b) Korrelationsfunktion der Messer-
gebnisse in Abhéngigkeit des Winkels ©

projiziert wird. Klassisch ist ein solches Ergebnis nur vorstellbar, wenn die gemessenen
Polarisationszustande bereits vorher existiert hatten. Dies ist aber auszuschliefen, da
die absolute Messrichtung beliebig gewéahlt werden kann. Man kann das Experiment
bei einer anderen Einstellung von Filter 1 wiederholen, was quantenmechanisch nur ei-
ne Verschiebung der Korrelationsfunktion bedingen wiirde, das Messergebnis also nicht
qualitativ #ndert. Bei einer klassischen Priparation allerdings fithrt das Andern der
absoluten Basis zum totalen Verlust jeglicher Korrelation.

Fiir diese Arbeit ist nun der WERNER-Zustand von besonderer Bedeutung, der ei-
ne Mischung aus dem total gemischten Zustand niNi und dem EPR-Zustand darstellt.
Vermittelt wird diese Mischung durch den reellen Mischungsparameter 0 < e < 1. Da
es sich um einen gemischten Zustand handelt, kann hier kein Vektor im Hilbertraum
angegeben werden. Die gesamte Rechnung ist im Dichtematrixbild durchzufiihren. Die
Dichtematrix des WERNER-Zustands hat die Form:

. 1 - .
pWERNER - TL_N(l - 6)1 + 6pKa‘cze' (212)

Ausfiihrlich soll dieser Zustand in Kapitel 5 untersucht werden. Ist der Mischungspara-
meter € klein genug, so wird der Zustand separabel sein. Die Zustandsklasse der WER-
NER-Zusténde ist separabel, wenn gilt: € < % (wie spéter gezeigt wird). In diesem Fall
kann dieser Zustand auch in eine Mischung von Produktzusténden zerlegt werden. Wie
die Zerlegung eines WERNER-Zustands in Produktzusténde explizit konstruiert werden
kann, soll spéater in dieser Arbeit vorgestellt werden.

Fiihrt man das in Abbildung 2.1(a) gezeigte Experiment jetzt nicht mit dem reinen
Katzenzustand durch, sondern mit dem WERNER-Zustand, erhélt man ein dhnliches
Ergebnis. Die Korrelation der Messergebnisse rechts und links ist noch erhalten, wird
allerdings ,blass”, d.h. ist mit e multipliziert (siehe dazu Abbildung 2.2). Mehr zu der
Skalierung der Korrelation mit € findet man in Kapitel 5.3, die gesamte Rechnung kann
im Anhang F.1 nachvollzogen werden.

Es ist auch mdéglich, den WERNER-Zustand - in Produktzusténde zerlegt - der Mes-
sung zu unterwerfen, d.h. man schickt jeden der Produktzustinde einzeln durch den
Korrelationsmessapparat und erhélt seine Korrelationsfunktion f;(©). Superponiert man
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f(©)

-1

Abb. 2.2: Messergebnis der Korrelationsmessung bei einem WERNER-Zustand anstelle eines reinen
EPR-Zustands

alle diese Funktionen, erhdlt man wieder eine Interferenz (siehe Abbildung 2.2) mit dem
fiir die Zerlegung charakteristischen €. Auch diese Rechnung kann im Anhang F.1 nach-
vollzogen werden.

Es scheint hier also keine prinzipielle Unterscheidung zwischen separablen Zusténden
und solchen, die verschrénkt sind, zu geben. Unabhéngig von der Separabilitit zeigt die
Messung Interferenzen, die jedoch mit € skalieren. Selbst die Messung an einem explizit
in Produktzusténde zerlegten WERNER-Zustand fiihrt zu keinem anderen Ergebnis.

2.2.2 ,Blasse” Teleportation

Eines der faszinierendsten Phédnomene der Quantenphysik ist wohl die Teleportation
(siche [15]). Dabei ist es mit Hilfe eines Quantenkanals und einer klassischen Informa-
tionsiibertragung [1] moglich, Zusténde iiber grofie Entfernungen zu iibertragen. Der so
genannte Quantenkanal ist der schon im letzten Kapitel eingefiihrte EPR~ oder Katzen-
zustand [18]:

1

V2

Die beiden einzelnen Teilchen (2,3) sind raumlich getrennt und kénnen weit entfernten
Personen, oft Alice (2) und Bob (3) genannt, zugesprochen werden. Hat nun Alice
ein weiteres Teilchen (1) im beliebigen Quantenzustand [£(1)) = a|0) + b|1), hat der
Gesamtzustand die Form:

|Katze(2, 3)) (10(2),0(3)) + |1(2), 1(3))). (2.13)

|W(1,2,3)) = [£(1)) ® |Katze(2, 3)). (2.14)

Mochte Alice diesen Zustand [£(1)) zu Bob iibertragen, muss sie ihre beiden Teilchen
(1,2) mittels einer 2-Teilchen-Messung miteinander verschréinken. Die Messbasis, die mit
einer solchen Messung verbunden ist, besteht aus vier orthogonalen Zusténden, den so
genannten EPR-Zustédnden [12].

|w<1,2>>1,2:%(u,mim,m, |¢<1,2>>3,4=%(u,wim,o». (2.15)
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Die hier verwendete Messtheorie geht auf v. NEUMANN zuriick, siehe dazu [15,17,21].
In der Messbasis kann der Gesamtzustand |¥(1,2,3)) geschrieben werden als:

9(1,2,8)) = 5 (100 D) [0 + ka(1,2))2 [6(3))
L2 63 + [0(L, 2} 9(3)). (2.16)

wobei die Zustédnde des Teilchens von Bob |¢(3))1234 mittels der durch die PAULI-
Matrizen vermittelten lokalen, unitéren Transformationen aus dem urspriinglichen Zu-
stand von Alice |£(1)) hervorgehen:

o= (5 ) lew) = alew) (217a)
63): = —Ie(1), (217h)

o= () o)l = o, e, (2170

6= (3 ) IEW) =alew) (2170)

Macht nun Alice ihre Messung, erhilt sie - mit jeweils der Wahrscheinlichkeit i -
als Ergebnis einen der vier EPR-Zusténde. Dies muss sie Bob auf klassischem Weg
mitteilen. Dann kann dieser auf seinen Zustand (3) die entsprechende inverse PAU-
LI-Transformation anwenden und hat damit den Zustand von Alice per Teleportation
erhalten. Die gesamte Prozedur lédsst sich in ein Schema fassen, das in Abbildung 2.3

gezeigt ist.

Alice Quelle Bob
1£(1)) |Katze(2,3))
to L 1@ O
2 3

tl £ 1@ .2

to 1

1 2.
N pH‘

2-Teilchen-Messung lokale, unitére
t4 Transformation

Y

3

1£(3))

Abb. 2.3: Teleportationsschema: Alice teleportiert den Zustand |£(1)) des ersten Teilchens auf das
Teilchen 3 von Bob mittels eines Quantenkanals und einer klassischen Informationsiibertragung.

Auch hier soll die Teleportation noch mit einem WERNER-Zustand als Quantenkanal
anstelle eines reinen Katzenzustands betrachtet werden. In diesem Fall kann - analog wie
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oben - Alice ihre EPR-Messung mit dem zu teleportierenden Zustand p,., = |£(1)){(¢(1)]
durchfithren, wobei allerdings die ganze Prozedur im Dichtematrixbild berechnet werden
muss, da jetzt gemischte Zustdnde involviert sind. Thr Messergebnis muss sie wieder
Bob mitteilen, damit dieser eine lokale unitédre Transformation anwenden kann, um den
teleportierten Zustand zu erhalten. Auf Einzelheiten der Rechnung soll hier verzichtet
werden, diese sind in Anhang F.2 zusammengefasst. Bob erhélt jetzt nicht exakt den
von Alice eingebrachten Zustand, sondern eine verrauschte Version vom Typ:

e =~ (1= T + e lE()E)] (2.18)

Dieser Zustand wird im Folgenden wegen der ,,Blassheit” seiner Korrelationen als , blas-
ser“ Zustand bezeichnet werden (man beachte die Ahnlichkeit zu dem als Quantenkanal
verwendeten WERNER-Zustand, siehe Kapitel 5). Der Mischungsparameter e entspricht
dem des verwendeten WERNER-Zustands.

Ergebnis dieser ,,blassen Teleportation® ist wieder die erstaunliche Tatsache, dass hier
kein Unterschied zwischen der ,blassen” Teleportation mit einem wirklich verschrankten
Zustand und der mit einem separablen Zustand besteht. Die beiden Félle lassen sich
durch die Wahl des anfénglichen e einstellen. Allerdings muss Bob hier mit einem ver-
rauschten Ergebniszustand vorlieb nehmen.



3 Unitare Operatorbasis

Im folgenden Kapitel wird kein Quantennetzwerk betrachtet, sondern ein einzelnes Quan-
tensystem. Fiir dieses soll eine Operatorbasis fiir den Liouvilleraum £ ™) eingefiihrt
werden, die sich fiir die weiteren Betrachtungen als giinstig erweisen wird.

3.1 Definition einer unitaren Operatorbasis

Betrachtet wird ein einzelnes Quantensystem mit n diskreten Niveaus und den dazu-
gehorigen n orthogonalen Basiszustédnden |0),...,|n — 1) einer moglichen Basis fiir den
Hilbertraum .72 ™.

Genauso wie es moglich ist, Vektoren oder Zusténde in eine orthonormale Basis zu
entwickeln, kénnen auch Matrizen oder Operatoren in eine entsprechende Basis ent-
wickelt werden. Als Basis werden oft die Generatoren der SU(n) Gruppe [22, 15, 23]
verwendet. Diese Basis besteht aus n? linear unabhiingigen, hermiteschen Operatoren.
Fiir n = 2 entsprechen die Generatoren der SU(2) Gruppe den PAULI-Operatoren.

Oft erweist es sich als giinstiger, statt einer hermiteschen Basis eine unitdre zu ver-
wenden. Fiir den Liouvilleraum 2" der Dimension n? lisst sich eine solche unitére
Operatorbasis mit n? unitdren Operatoren definieren (siehe [22]).

Definition 3: Unitédre Operatoren

Fiir die Indizesa =0...n—1und b =0...n — 1 sind die Operatoren
n—1
2 2mi
Uap = Zwb”lp + a)(p| mit w=-en
p=0
definiert.

Die Summation wird modulo n durchgefiihrt, wobei im Folgenden die Modulo-Funktion
durch Unterstreichung des entsprechenden Terms abgekiirzt werden soll (x mod n = z).
Fiir eine abkiirzende Schreibweise konnen die Indizes a und b zu einem Einzelindex ¢
zusammengefasst werden:

~ A~

Ue. = Uup c=mna+b. (3.1)

Der Index ¢ lduft dann von 0 bis n? — 1. Beispiele unitirer Operatoren fiir n = 2,3, 4
befinden sich im Anhang A.

13
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3.2 Eigenschaften
Wendet man den unitdren Operator auf einen Basiszustand an, erhélt man:
Uaplk) = |k 4 a). (3.2)

Aus dieser Relation folgen zwei wichtige Eigenschaften der Operatoren:

~

1. Unitaritét: Fiir die Operatoren (Definition 3) muss gelten: (A]a,b U;b = 1.

Beweis:
n—1
abUzIb_Z ap K k‘Ulb = Z k+a)(k+a| = 1. (3.3)
3.2): 23
Damit sind die eingefiithrten Operatoren unitér. OJ

Hieraus ergibt sich auch der adjungierte und der inverse Operator:

(3.4)

2. Spur: Die hier eingefiihrten unitdren Operatoren (Afa,b sind bis auf den Operator
a=0,b=0 (c=0) spurlos.

Beweis:
n—1 n—1
Spur{U,;} = Z k| Uy |k Zw (k|k+a)
k=0 (32 k=0
n—1
= Zwbk 5(1,0 = n(5a,0 51770 . (35)
k=0

Die letzte Gleichheit gilt, da die Summe fiir b # 0 immer null ist. Der triviale
Operator Uy hat die Spur n. O

Mit Hilfe der Spur kann eine Orthogonalitéitsrelation fiir die unitdren Operatoren
angegeben werden:

Spur{ a1, az bQ} = N 0a1,a2 Op1,p2 - (3.6)

Des Weiteren werden noch zwei Operatorrelationen benotigt, die an dieser Stelle einge-
fithrt werden sollen:

3 3 bras 7

Ualybl Uaz,bz =w" 2Ud1+a2,b1+bg ) (3.7a)
o, rabo(o—1)7)
Ugp = w2 Um,gb‘ (3.7b)

Die erste Relation folgt direkt aus Definition 3. Die zweite soll hier kurz gezeigt werden,
da sie fiir die weiteren Betrachtungen oft bendtigt wird.
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Beweis: Gl. (3.7b)

n—I1 n—1

=57 ST W py + a) (pulpz + a)pal - [pe + a){ps)
p1:0 Po=
n—1 n—1

— e Z wbpl e wbpa |p1 _I_ a>5p1,p2+a e 5p(071>7pa+a<p0_|

= Z WP W py 4 a) (p,] - (3.8)

po:()

Die KRONECKER-Deltas liefern Bedingungen, um alle p, durch p,, mit Hilfe der Vor-
schrift:

Py =D+ (0 —V)a (3.9)

zu ersetzen. Setzt man dies oben ein, erhélt man:

n—1
Zo= D Wb, 4 0a) (p,
pcr:O

n—1
= > Wiy, + 0a)(p,|
pcr:O

= wze oD (3.10)

oa,ob *

Damit ist Gl. (3.7b) gezeigt. O
Die Vertauschungsrelationen fiir unitére Operatoren ergeben sich aus Gl. (3.7a):

A A

[Uahbu Uaz,bz]:l: = (wb1a2 + walbzﬂjm,Ma (3.11&)

Uy Uyl = w22 (w1 £ w0 12)7) (3.11b)

a a1—az,bi1—bs *

Unitédre Operatoren kommutieren genau dann, wenn fiir ihre Indizes gilt byas — a1bs = 0,
und antikommutieren, wenn gilt byay — a1by = 3.

3.3 Operatorbasis
Die in Kapitel 3.1 eingefiihrten n? Operatoren (Definition 3) bilden eine vollsténdige,
orthogonale Basis. Die Orthogonalitétsrelation ergibt sich aus der Spur der unitéiren

Operatoren

Spur{UahblU;’bz} = N 0ay.a5 Oby by- (3.12)
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Vollsténdig ist die Basis, da es genau n? linear unabhiingige Operatoren gibt, was der
Dimensionalitéit des Liouvilleraums entspricht. Damit ist eine Basis fiir den Liouville-
raum gefunden. Aus der Basiseigenschaft folgt, dass jeder beliebige Operator A in diese
Basis entwickelt werden kann:
S i it b
A=-— Ugp U, mit  u,, = Spur{U/, A}. 3.13
n az; bz:; a,b Ya,b a,b p { ab } ( )
Da auch der Dichteoperator als Observable angesehen werden kann, ist es méglich, auch
diesen in die unitdre Operatorbasis zu entwickeln. Der Zustand eines Quantensystems
kann auch geschrieben werden:

[y
—_

n—1L n—

~

Ua,b(P) Uap- (3.14)

S|+

p=

Il
=)
(=l
I
o

a

Alle komplexen Zahlen u,p (bzw. u. mit ¢ = na + b) zusammengenommen beschreiben
nun das System vollstdndig und werden als verallgemeinerter Kohdrenzvektor u bezeich-
net. Der Begriff des Kohérenzvektors wird im Zusammenhang mit der Entwicklung nach
Generatoren der SU(n)-Gruppe eingefiihrt, sieche dazu [15].

3.4 Eigenwerte und Eigenzustinde

Es ist nicht moglich, Eigenwerte und Eigenzustdnde aller unitidrer Operatoren Umb in
geschlossener Form anzugeben. Zunéchst muss zwischen a = 0 und a # 0 unterschieden
werden. Ist n keine Primzahl gibt es aulerdem weitere Schwierigkeiten, da es Operatoren
mit teilweise entartetem Spektrum gibt. Im Folgenden soll die Menge aller Primzahlen
mit [P bezeichnet werden.

Definition 4: Primzahlen

Alle natiirlichen Zahlen n, fiir die es keine Zerlegung der Form

£
n= 11w
k=1

mit den £ Primfaktoren py von n und ihrer Vielfachheit o4 gibt, gehoren
zur Menge der Primzahlen P.

Hier soll auf eine vollsténdige Herleitung von Eigenwerten und Eigenzustdnden zu Gun-
sten der Ubersichtlichkeit verzichtet werden. In Anhang B kann man die vollstandige
Herleitung finden.

Die Eigenwertgleichung der unitéren Operatoren lautet:

Uva7b|/\m> - )\m|)\m>a (315)

wobei m den Eigenwert bzw. Figenzustand nummeriert. Die unitdren Operatoren haben
die Eigenwerte und Eigenzustinde:
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1. Operatoren mit {a =0,b=1...n} und n € N:

A = W™ (3.16a)
A} = |m) . (3.16b)

2. Operatoren mit {a # 0,b=0...n} und n € P:

A = Wz M (3.17a)
1 n—1
ab
M) = =) w2sEm=ms|g) (3.17b)
n
s=0

3. Operatoren mit {a # 0,0 =0...n} und n ¢ P: Nur Operatoren, deren Indizes die
folgenden Relationen erfiillen:

a = Tepr, b= Ty fir z,, a2, €N (3.18)

mit dem Primfaktor p; von n, haben ein entartetes Spektrum. Eigenwerte und
Eigenzustdnde der betreffenden Operatoren haben die Form:

A = whlew® (et =DHEE : (3.19a)
nrq _q

Do) =~ 7 (L1t 19h

mi)=—— Y (F1)WET T+ sa) (3.19b)
4 =0

wobei -+ den Entartungsgrad des Spektrums darstellt. Alle nichtentarteten Ope-
ratoren haben Eigenwerte und Eigenvektoren analog zu denen unter 2. angegeben.






4 Produktoperatorbasis

Nach der Einfiihrung einer Basis fiir ein einzelnes Quantensystem im vorhergehenden
Kapitel, soll nun ein Quantennetzwerk betrachtet werden. Um die einzelnen Knoten
des Netzwerks zu beschreiben, wird die eingefiihrte unitire Operatorbasis verwendet.
Es reicht jetzt jedoch nicht mehr, nur die Kohérenzvektoren der einzelnen Knoten zur
Beschreibung zu verwenden, sondern es miissen zusétzlich Korrelationen der Subsysteme
untereinander berticksichtigt werden. Durch diese Verallgemeinerung kénnen Netzwerke
nicht-lokale Eigenschaften aufweisen.

4.1 Definition der Produktoperatoren

Um den Zustand eines Netzwerks, bestehend aus N Subsystemen mit jeweils n Ni-
veaus, zu beschreiben (hier sollen nur homogene Netzwerke betrachtet werden, d.h. alle
Subsysteme haben gleich viele Niveaus), wird ein n? dimensionaler Produkthilbertraum
benétigt:

D = ) g™ mit d=n". (4.1)

Der Gesamthilbertraum setzt sich als Produkt der N Subsystemhilbertraume zusam-
men. Wie der d-dimensionale Hilbertraum durch die Produktbasis, kann auch der d?-
dimensionale Liouvilleraum durch eine Produktoperatorbasis aufgespannt werden. Diese
Basis ist definiert durch ein dyadisches Produkt von N lokalen unitédren Einknotenope-
ratoren anbu.

Definition 5: Produktoperator

Ein Operator, der durch ein Produkt lokaler unitérer Operatoren U,
fiir jeden Knoten = 1... N definiert werden kann:

1usbp

N
CC = C{a,,b} = ® Ua‘“bu e Uahbl ® . e ® UaN,bN

p=1

heifit Produktoperator.

Hier wird die folgende Vorschrift zur Indizierung des Operators verwendet:

c={cy,...,cn}, {a,b} ={ai,...,an;b1,..., by}, (4.2)

19



20 4 Produktoperatorbasis

wobei der Zusammenhang zwischen den Einzelindizes ¢, und den Tupeln {a,,, b, } wieder
durch Gl. (3.1) gegeben ist. Die ¢, oder die Tupel {a,,b,} indizieren den unitéren Ein-
knotenoperator ({a, = 0,b, = 0} oder ¢, = 0 den Einsoperator) des p-ten Subsystems.
Sind alle Indizes null, d.h. ¢ = 0, ist der Produktoperator identisch zum Einsoperator
des Gesamthilbertraums 1*").

Ausgehend von Definition 5 kann man den Produktoperator auch umschreiben

Clap) = Z Zw”““ WY o 4 ay) (1| ® -+ © [p + an) (p]

- Zw””|p +a)(p|. (4.3)

Die abkiirzende Schreibweise steht fiir folgende Ausdriicke: der Punkt im Exponent
von w steht fiir ein Skalarprodukt w®? = whP1H+onPy ynd die Zustinde bezeichnen
Zusténde in der Produktbasis, wobei die Modulo-Funktion hier komponentenweise ver-
standen wird, d.h. [p+a) =|p1 +a1) ® --- ® |py + an). Aus Gl (4.3) ist die Analogie
des Produktoperators im héherdimensionalen Produktraum, zu den im letzten Kapitel
eingefiithrten unitdren Operatoren direkt ersichtlich.

Zur weiteren Klassifizierung der Produktoperatoren wird der Begriff des Clusters
eingefiihrt. Unter einem Cluster versteht man eine beliebige Selektion von Knoten des
Netzwerks. Betrachtet man m Subsysteme eines Netzwerks, spricht man von einem m-
Cluster (m < N). Ein Operator, der auf diese m-Knoten wirkt, wird Clusteroperator
genannt. Der Clusteroperator ist ein Produktoperator, wobei fiir alle m selektierten
Subsysteme ein nichttrivialer unitérer Einknotenoperator steht, fiir alle anderen 1

Definition 6: Clusteroperator

Ein m-Clusteroperator, der auf die m Systeme v, ..., s mit den zugehori-
gen Einknotenoperatoren U, , ..., U, wirkt, ist definiert durch:
el 2 ig. . .eiMel, 81" e 01" e, 1™ .- 01™

Der m = 0 Clusteroperator entspricht dem Einsoperator des Gesamthilbertraums 1),
Alle lokalen Eigenschaften der Knoten erhélt man durch Betrachtung der m = 1 Clu-
steroperatoren. Korrelationen von der zweiten bis zur N. Ordnung koénnen durch die
hoheren Clusteroperatoren bis hin zum m = N Clusteroperator untersucht werden.

4.2 Eigenschaften der Produktoperatoren

Aus Gl (3.2) folgt die Anwendung eines Produktoperators auf einen Produktzustand
des Gesamthilbertraums:

C{ab}| >_ ai b1®"'®UaN,bN|il>"'|iN>
= a17b1|21> - UGN,leiN>
= wbi + a). (4.4)
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Hieraus ergibt sich auch die Anwendung des adjungierten Operators auf einen Produkt-
zustand:

(1|0l 4y = w i+ al. (4.5)
Einige wichtige Eigenschaften der Produktoperatoren:

1. Unitaritét: ¢, Cf = 1Y) folgt aus der Unitaritiit der Einknotenoperatoren.
Beweis:

C.Cl=U,® U, U0 @ aU

=0, Ul ® U, Ul

c1 e

— M g...giM = {0 (4.6)
Im Beweis wurde verwendet, dass Operatoren zu unterschiedlichen Subsystemen
kommutieren. O

Aus Gl (3.4) folgt fiir den adjungierten und den inversen Produktoperator:

s
i = ot = wbC

c {n—a,n—-b}p

mit n = {n,...,n}. (4.7)

2. Spur: Alle Produktoperatoren bis auf den Operator Co sind spurlos:

Spur{C.} = {ON ¢#0

N ee0 (4.8)

Beweis:

Spur{C,} = Spur{U,, @ --- @ U, }
= Spur,{U,,} --- Spury{U., } (4.9)
Die Spur der unitdren Einknotenoperatoren ist immer null, es sei denn es handelt
sich um den Operator Uy. Die Spur des Produktoperators kann nur ungleich null

sein, wenn kein nichttrivialer unitiarer Operator auftaucht, d.h. der Produktopera-
tor der Einsoperator ist. Damit ist die Spurrelation (Gl. (4.8)) gezeigt. O

Mit Hilfe dieser Spurrelation kann eine Orthogonalitétsrelation fiir die Produkt-
operatoren formuliert werden:

Spur{CAf{mb} CA’Ia,ﬁ,}} = 1" 0p.ar Obpr- (4.10)

Fiir die nachstehenden Betrachtungen werden noch einige Operatorrelationen benotigt,
die an dieser Stelle kurz eingefiihrt werden sollen:

é{a,b}é{a’,b’} = wb'alé{a+a',b+b'}, (4.11a)
A ) -
(C{a,b})a _ wiaba(afl)c{w’g_b}' (4.11b)
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Die hier im Index der Operatoren auftretenden Modulofunktionen werden komponen-
tenweise verstanden: a +a’ = {a1 +d},...,an + ayy} und ga = {oa,...,0an}. Die
beiden Relationen folgen aus Gl. (3.7a) und (3.7b). Die Vertauschungsrelationen fiir die
Produktoperatoren ergeben sich hier analog zu denen der unitdren Operatoren:

[Craby Crarwylz = (@ £ w0*Y)Clasa biv)- (4.12)

Zwei Produktoperatoren kommutieren, wenn die Bedingung b - a’ — a - b’ = 0 erfiillt ist.

4.3 Eigenwerte und Eigenzustinde

Mit Hilfe der in Kapitel 3.4 beschriebenen Eigenwerte und Eigenzustdnde unitérer Opera-
toren konnen jetzt die Eigenwerte und Eigenzustédnde der Produktoperatoren berechnet
werden. Die Eigenwertgleichung eines unitdren Operators lautet:

UuAS) = A 2S,). (4.13)
Fiir den Produktoperator soll gelten:
CulAS,) = AS,[AZ,). (4.14)

Aus Definition 5 der Produktoperatoren sieht man unmittelbar, wie die Eigenwerte und
Eigenzustinde der Produktoperatoren mit denen der unitdren Operatoren zusammen-
héngen:

N
Ag =TT (4.15a)
pn=1
N
AL) =) IA ). (4.15b)
p=1

Die Eigenwertgleichung der Produktoperatoren wird durch die Zusténde |AS)) erfiillt.
Der Indexvektor ¢ indiziert die beteiligten unitdren Operatoren, m = {mq,...,my}
indiziert die zu den unitdren Operatoren gehorigen Eigenzustdnde. Der Eigenzustand
|Ag,) ist ein Produktzustand, jeder Knoten ist in einem lokal definierten Zustand |\, ).
Da die Eigenwerte der unitiren Operatoren n-te Einheitswurzeln sind, sind auch die
Eigenwerte AS, der Produktoperatoren n-te Einheitswurzeln, was aus Gl. (4.15a) folgt.

Fiir den Fall n € P haben alle lokalen unitdren Operatoren (Definition 3) bis auf
den trivialen Operator Uy ein nichtentartetes Spektrum, d.h. man kann auf die Entar-
tungsstruktur des Spektrums der Produktoperatoren schliefen: Zu jedem Eigenwert A,
gehoren N, verschiedene Eigenzustédnde, d.h. jeder Eigenwert sei N,-fach entartet. Ins-
gesamt gibt es n® Eigenzustinde zu jedem Produktoperator, d.h. die Operatoren haben
vollen Rang. Es gibt allerdings nur n verschiedene Einheitswurzeln als Figenwerte des
Produktoperators, da das Produkt aus Gl. (4.15a) im Raum der n-ten Einheitswurzeln
bleibt. Da es zu jedem unitéren Operator genau n verschiedene Eigenwerte A%, gibt
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und alle unitéren Operatoren die gleichen Eigenwerte haben, kommt jede Einheitswur-
zel gleich oft als Eigenwert vor. Aus diesen Uberlegungen folgt fiir den Entartungsgrad:

N, =—=n""" (4.16)

Ist n keine Primzahl, so haben einige unitére Operatoren schon ein entartetes Spektrum,
was die Entartung einiger Produktoperatoren erhhen kann. Spéter wird diese Tatsache
die Gleichbehandlung von Systemen mit n € P und n ¢ P verhindern.

4.4 Entwicklung von Dichtematrizen nach
Produktoperatoren

Der Hilbertraum des hier betrachteten Quantennetzwerks hat die Dimension n”¥. Damit
hat der Liouvilleraum die Dimension n*V. Fiir die Produktoperatoren gilt die Ortho-
gonalitiitsrelation Gl. (4.10). Daraus folgt, dass die n? linear unabhéngigen Produkt-
operatoren eine vollstédndige orthogonale unitidre Basis des Liouvilleraums darstellen.
Jeder Dichteoperator der Dimension n” x n” ist deshalb in diese Basis entwickelbar.
Die Produktoperatorentwicklung des Dichteoperators hat die Form:

1. o
p=— (1 + > uelp) Cc) (4.17)
c#0

mit den Koeffizienten

ue(p) = Spur{C}. p}. (4.18)

Mit den in Definition 6 vorgestellten Clusteroperatoren lésst sich die Bedeutung
der einzelnen Terme der Entwicklung noch weiter veranschaulichen. Man betrachtet zu-
néchst in der Produktoperatorentwicklung Gl. (4.17) nur Terme mit Produktoperatoren,
die m = 1-Clusteroperatoren zum pu-ten Subsystem entsprechen, mit den Entwicklungs-
koeffizienten

A () s .
U0, 0.00.0,0) = SPur{ (€, )t p}. (4.19)

Alle diese zum p-ten Subsystem gehorigen Koeffizienten zusammen entsprechen dem im
letzten Kapitel vorgestellten Kohérenzvektor u des p-ten Knotens. Nimmt man nun alle
Produktoperatoren, die nur aus zwei nichttrivialen Einknotenoperatoren zweier Knoten
(1 und v bestehen, also einen m = 2-Cluster, mit den Entwicklungskoeffizienten

A (lu‘71j) ~
U{0,...,0,¢4,0,-..,0,¢,,,0,...,0} = Spur{(QcM,cy)T P} (420)

erhdlt man die Korrelationsmatrix zwischen den Knoten p und v. Diese Betrachtung
kann bis hin zum maximalen Clusteroperator m = N fortgefiihrt werden, in dem keine
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trivialen unitdren Operatoren mehr im Produkt vorkommen. Die Menge aller Entwick-
lungskoeffizienten u. enthélt also sdmtliche Informationen (Kohérenzvektoren und alle
Korrelationen bilokale, trilokale usw. ) iiber das System. Alle diese Koeffizienten zu-
sammengefasst werden im Folgenden als Korrelationstensor 34 = (u.) bezeichnet. Dieses
Objekt ist ein Tensor N-ter Stufe, der simtliche Kohédrenzvektoren und alle hoheren
Korrelationen bis hin zur maximalen Korrelation zwischen allen Knoten enthélt. In
Abbildung 4.1 sind alle diese Elemente fiir den Fall N = 3 aufgelistet, alles weitere ist
in [22] zu finden.

10 ei1® g U, 10 gi®gi®

U{0,cq,0}

Uy @ U5 @ U5

Abb. 4.1: Korrelationstensorelemente u. fiir ein homogenes Quantennetzwerk bestehend aus N = 3
Subsystemen mit jeweils n Niveaus. Gezeigt sind sdmtliche Elemente u., wobei gilt ¢, = 0,...,n% — 1.
Neben den lokalen Operatoren und Kohirenzvektoren sind alle méglichen hsheren Cluster, bilokale (m =
2) und der maximale, trilokale Cluster (m = 3) mit den entsprechenden Clusteroperatoren eingezeichnet.

Es soll noch darauf hingewiesen werden, dass der Korrelationstensor nicht die Ver-
schrankungen des Systems direkt angibt. Um den Verschrinkungstensor zu erhalten,
miissen noch - wie in [22, 21] beschrieben - jeweils alle Korrelationen niedrigerer Ord-
nung abgezogen werden. Das bedeutet umgekehrt, dass man aus dem Vorhandensein
von Korrelationen nicht auf die Verschriankung eines Zustands schliefen kann.
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4.5 Korrelationstensor eines beliebigen Zustands

Hier soll nun das Korrelationstensorelement u. eines allgemeinen reinen Zustands |¢)
berechnet werden. Dazu ist es sinnvoll, |¢) in die Produktbasis zu entwickeln:

= SR = —— 3 wili) (4.21)
. wnorm .

wnorm = ‘ /Z | wz |2- (422>

Die Dichtematrix eines reinen Zustands berechnet sich nach

= )| = W ZZWM (4.23)

mit

Das Element u. des Korrelationstensors wird berechnet nach Gl. (4.18) unter Verwen-
dung von Gl. (4.7) (Doppelindex-Notation):

Uap}(P) = SPUY{C{ b} P}

= ko UL EMLEL
=2 bl o 22 et " oo ) 1K)
wngZZw vjwetw ikl = a) (k)
Zw Y] qw*Pw ™ (4.24)

¢§Orm

Das Element des Korrelationstensors eines beliebigen Zustands |1) ist:

Uan)(P) = 35— >t qw*Pw (4.25)

¢12101'm






5 Spezielle reine und gemischte
Zustande

Nun sollen die schon des Ofteren erwithnten speziellen reinen und gemischten Zustén-
de, die in dieser Arbeit Verwendung finden, vorgestellt und néher untersucht werden
(darunter die schon in Kapitel 2.2 vorgestellten WERNER-Zusténde).

5.1 ,Katzenzustiande"

Eines der bekanntesten Gedankenexperimente ist das in [18] von A. SCHRODINGER 1935
beschriebene Katzen-Paradoxon. In einer Kiste befindet sich eine Katze zusammen mit
einem instabilen Atom, das mit einer bestimmten Halbwertszeit zerféllt. Zerfallt es, 16st
es einen Mechanismus aus, der mit Hilfe von Zyanid die Katze sofort tétet. Da man von
auflen die Katze nicht beobachten kann, weifl man nicht, ob die Katze lebt oder schon
tot ist. In diesem Experiment wird die Katze (makroskopisches Objekt) mit dem Atom
(mikroskopisches Objekt) verkniipft. Das bedeutet, die Katze wird als quantenmecha-
nisches Objekt interpretiert. Daraus resultiert das oben angesprochene Paradoxon, da
Katzen in unserer Welt nicht als quantenmechanische Objekte in Erscheinung treten, hier
sich aber, so wird unterstellt, eine Superposition aus ,Katze lebt* und ,Katze ist tot*
einstellen kann. Den gesamten Zustand des Systems konnte man wie folgt beschreiben,
wenn das Atom anfangs vom angeregten Zustand |1) atom in den Grundzustand |0) atom,
und die Katze vom Zustand lebend |1)kate in den Zustand tot |0)kage tibergeht:

1
|Gesamtzustand) = E(|1>At0m|1>Kaflze + |0) Atom|0) Katze ) - (5.1)

Dieser Zustand entspricht dem schon in Kapitel 2.2.1 eingefithrten EPR-Zustand (siehe
auch [12]) und soll im Folgenden als ,Katzenzustand“ bezeichnet werden. Der EPR-
oder Katzenzustand ist maximal verschrankt, wie man anhand quantitativer Separabi-
litdtskriterien tiberpriifen kann (siche Kapitel 6).

Wie in Kapitel 2.2.2 dargestellt, gibt es eine vollstéandige orthonormale Basis maxi-
mal verschriankter Zusténde. Diese Zustiande konnen durch Anwendung lokaler unitérer
Transformationen auf den Zustand Gl. (5.1) erzeugt werden. Lokale unitéare Transforma-
tionen, repréasentiert durch die in Kapitel 4 eingefiithrten Produktoperatoren, verdndern
Entropie und Verschréankung der Zusténde nicht.

27



28 5 Spezielle reine und gemischte Zustédnde

5.2 Verallgemeinerte Katzenzustdnde

Es ist moglich, die Definition der Katzenzustiande (Gl. (5.1)) auf beliebig viele Knoten
N eines homogenen Netzwerks mit beliebig vielen Niveaus n auszudehnen:

n—1 N n—1
1 . .
|Katze) .0y : Z®| NG Z i, ..., 0). (5.2)
=0 p=0 =0

Hierbei wird in Anlehnung an die Produktoperatoren der Standardkatzenzustand mit
{0,0} indiziert. Alle anderen maximal verschrénkten Zustdnde konnen durch Anwen-
dung des entsprechenden Produktoperators auf diesen Standardzustand erzeugt werden:

|Katze>{ajb} = é{a,b} |Katze>{070} . (53)

Es soll hier noch darauf verwiesen werden, dass es n?Y Produktoperatoren gibt, die
Dimension des Hilbertraums aber nur n'V ist, d.h. nicht alle der so erzeugten Zustinde
sind wirklich linear unabhéngig. Die Dichtematrix des Standardzustands hat die Form:

,_.

n—1 n—

ﬁKatze ]Katze>{0 0} {0,0} Katze] ‘Z, -, Ce ,j‘ (54)

SIF—‘

=0

<.
Il
o

Fiir detailliertere Informationen zu maximal verschrankten Zusténden soll auf ergénzen-
de Literatur [22, 15] verwiesen werden.

Es ist moglich, den Katzenzustand - wie in Kapitel 4.4 beschrieben - nach Produkt-
operatoren zu entwickeln. Die Dichtematrix des Katzenzustands hat dann die folgende
Form:

. e R 2
pKatze - n_N (1 + Z uc(pKatze) Cc) (55)
c#0

mit dem Korrelationstensor 3 = (te(pPxarse)). Diese Entwicklung wird sich im Weiteren
als giinstig erweisen. Das Korrelationstensorelement berechnet sich nach Gl. (4.18):

uc(:aKatze) - Spur{él léKatze}

n—1 n—1

ZZ iy i}

= =0

= Spur{

:|>—‘

n—1n
= —ZZ Cd u)i(ib1+m+ibN)<k’i_al;"‘ai_aN><j|k>

@4.7) n = =
1 - . Z
= ﬁzzzwabw b1+ +bN)(5 17’ ay 5kN77/_a1\]5]7k316],k;N
k =0 j=0 —
1 n—1 n—1
=~ Z Zwabw*(zbﬂr +iby) Ojimay ** Ojiman - (5.6)

i=0 j=0
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Mit dem ersten KRONECKER-Delta kollabiert die Summe iiber j. Aus den anderen
KRONECKER-Deltas folgt dann, dass alle a, gleich sein miissen, damit der Koeffizient
iitberhaupt von null verschieden sein kann. Betrachtet man dann noch die Summe iiber
1, die, wenn by + - - - 4+ by kein Vielfaches von n ist, mit Hilfe der geometrischen Reihe
berechnet werden kann, so erhélt man:

1 by n(by by
Z?—O Wibittby) — SN () gonat
= w—1

n—1 n—1 N

wai(b1+-~+bzv) — {Zi:o L=n —Z“:l b =0 (5.7)

=0
Aus diesen Uberlegungen folgt, dass das Korrelationstensorelement nur von null verschie-
den ist und den Wert w®® = @(®1#++0n) — 1 hat, wenn die Indizes des Produktoperators
folgende Bedingungen erfiillen: alle a,, miissen gleich sein und fiir die b, gilt die Beziehung
Zﬁ;l b, = 0. Damit kann man die Produktoperatorentwicklung des verallgemeinerten

Katzenzustands umschreiben:

n—1
) e .
Prae = — (1 +3 ) Clap 8(Siibn = 0)) : (5.8)

a=0 b

wobei der Term a = 0,b = 0 in der Summe nicht mitgenommen wird. Die Bedingung,
dass alle a gleich sind, wird hier durch die Forderung a = {a, ..., a} beriicksichtigt, die
zweite Bedingung fiir sdmtliche b, wird als ¢-Funktion formuliert.

5.3 Verallgemeinerter WERNER-Zustand

Die bis jetzt angegebenen Zustdnde waren alle rein, d.h. es ist moglich, sie als Vek-
toren im Hilbertraum darzustellen. Im Folgenden betrachten wir eine spezielle Klasse
gemischter Zusténde, die so genannten WERNER-Zusténde [11], die eine Mischung des
Katzenzustands (also des maximal verschrénkten Zustands) mit dem total gemischten
Zustand mittels eines Mischungsparameters 0 < e < 1 darstellen. Zunéachst werden hier
Netzwerke bestehend aus zwei Subsystemen mit zwei Niveaus betrachtet; die WERNER-
Zustande werden durch die Dichtematrix

. 1 5 .
pWERNER — Z(]- - 6)1(4) + € pKatzc (59>

beschrieben. Fiir € = 0 ist Py der total gemischte Zustand, wahrend fiir € = 1
Pwenen der Katzenzustand ist. Hier soll explizit darauf hingewiesen werden, dass die
WERNER-Zustdnde nur eine kleine Untergruppe der Menge aller gemischten Zusténde
darstellen.

Auch die WERNER-Zusténde konnen mit Hilfe der verallgemeinerten Katzenzusténde
(Gl. (5.2)) auf N Subsysteme mit n Niveaus erweitert werden:

A(nN 1 > (nN ~(nV
pS\’ERN)ER == n_N(l - 6)1( ) + € p&atzz . (51())
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Im weiteren Verlauf sollen diese Zustédnde als verallgemeinerte WERNER-Zusténde be-
zeichnet werden. Untersucht man zunéchst die Produktoperatorentwicklung des verall-
gemeinerten WERNER-Zustands

~

A(nN 1 g 1 2 A~
ps’\'h‘ltx)ult - n_N(]- - 6)]- + € ’]’L_N (1 + Z uc(pKatze) CC)

1 /. .
= n_N (1 + € Z Uc(pKatze) Cc) (511)

und vergleicht diese mit der des verallgemeinerten Katzenzustands (Gl. (5.5)), findet
man, dass alle Korrelationen mit e skaliert sind.

5.4 |, Blasse" Zustande

Es ist moglich, noch eine weitere Verallgemeinerung vorzunehmen. Es werden nun Zu-
stdnde betrachtet der Form:

R 1 - R
pblass = n_N(l - 6)1 + €prein' (512)

An Stelle des Katzenzustands wird jetzt ein beliebiger, reiner Zustand [¢) mit der Dich-
tematrix p., = |¢) (1| verwendet.

Wie die WERNER-Zustidnde kann auch dieser Zustand nach Produktoperatoren, unter
Verwendung der Produktoperatorentwicklung des allgemeinen Zustands p...,, entwickelt
werden (siehe Kapitel 4.5). Diese Zusténde heiflen ,blass”, da alle Korrelationen mit e
nach unten skaliert sind.

Diese Zustandsklasse enthélt als Spezialfall saimtliche WERNER-Zusténde, trotzdem
gibt es noch weitaus mehr gemischte Zustédnde, die nicht zu dieser Klasse gehoren.



6 Separabilitat

Schon einige Male wurden in dieser Arbeit die Begriffe Verschrdankung und Separabilitdt
verwendet. In diesem Kapitel sollen diese wichtigen Eigenschaften quantenmechanischer
Zusténde definiert werden.

6.1 Separabilitat und Verschrankung

In einem Quantennetzwerk, bestehend aus N Subsystemen mit jeweils n Niveaus, kann
es zur Verschrinkung der Subsysteme untereinander kommen.

Definition 7: Separabilitiat und Verschréankung

Verschrankung wird als Gegenteil von Separabilitéit definiert:

p ist separabel < p ist nicht verschréankt.

Separable Zustédnde lassen sich in Produktzusténde zerlegen, weshalb die Separabilitét
iiber die Zerlegbarkeit von Zustdnden in Produktzustdnde definiert wird.

Definition 8: Separabler Zustand

Ein vollstandig separabler Zustand ist definiert als konvexe Kombination
von Tensorprodukten:

p= Zp(i) ) 5 (i)

mit dem Gesamtzustand p und der Dichtematrix des p-ten Subsystems
/™ im Hilbertraum 2™,

Der separable Zustand p ist eine Mischung von Produktzusténden:
N
ﬁP.z. - ®ﬁ(#) (@) (6.1)
pn=1

mit den Gewichten p(i). Bei einem Produktzustand ist jedes Subsystem lokal in einem
definierten Zustand, es liegen also keine Verschrinkungen vor. Eine Mischung solch
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separabler Zustdnde kann keine Verschréankung erzeugen. Fiir verschrankte Zusténde,
Zusténde mit nichtlokalen Eigenschaften, gibt es keine Zerlegung nach Definition 8.

Die Zerlegung nach Definition 8 ist nicht eindeutig, d.h. es gibt viele unterschiedliche
Zerlegungen in verschiedene Produktzustédnde, die zum gleichen Gesamtzustand fithren.
Dies hat zur Folge, dass es recht schwierig ist zu entscheiden, ob ein Zustand des Ge-
samthilbertraums separabel ist oder nicht. Bis jetzt (2002) gibt es noch kein allgemein
giiltiges Kriterium fiir Separabilitéit, und auch die direkte Konstruktion einer Zerlegung
(wie in Definition 8) ist auf Grund ihrer Mehrdeutigkeit schwierig durchfiihrbar.

6.2 Separabilitatskriterien

Um entscheiden zu kénnen, ob ein Zustand separabel oder verschrénkt ist, benotigt man
ein Separabilitdtskriterium. Hier sollen einige Separabilitéitskriterien fiir einzelne Zu-
standsgruppen vorgestellt werden. Schon in der Einleitung wurde angesprochen, dass
eine grofle Menge an notwendigen als auch an hinreichenden Kriterien zur Verfiigung
steht, von denen allerdings viele im konkreten Fall nicht operabel sind. Deshalb sollen
hier nur die fiir diese Arbeit niitzlichen Kriterien vorgestellt werden. Eine Zusammen-
stellung der meisten bis jetzt erarbeiteten Kriterien kann in [7] gefunden werden.

6.2.1 Reine Zustiande

Fiir reine Zusténde ist es nicht schwierig zu unterscheiden, ob ein separabler oder ein
verschriankter Zustand vorliegt. Man berechnet direkt die reduzierten Dichtematrizen.
Befinden sich die einzelnen Subsysteme auch in reinen Zustdnden, ist der Gesamtzustand
separabel. Ob die einzelnen Subsysteme in reinen Zustédnden sind, kann mit der Spur
des Dichtematrixquadrats entschieden werden.

Theorem 3:

Die Dichtematrix des p-ten Subsystems ist: p, = Spury,, {p}. Die
Dichtematrix p ist genau dann separabel, wenn fiir p =1,..., N gilt:

Spur{p;} =1.

Fiir reine Zustédnde gibt es auBlerdem noch eine grofie Zahl auch quantitativer Separa-
bilitatskriterien, die in der Lage sind, den Grad der Verschrinkung zu messen z.B. die
lokale v. NEUMANN Entropie (siehe dazu [7]).

6.2.2 Gemischte Zustande

Fiir gemischte Zustdnde ist es weit schwieriger zu entscheiden, ob ein verschrénkter
oder separabler Zustand vorliegt. Da kein allgemein giiltiges Kriterium fiir Separabilitét
existiert, gibt es eine grofie Zahl an notwendigen und hinreichenden Kriterien, mit deren
Hilfe man Zusténde auf Verschrankung untersuchen kann.
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Peres-Kriterium (PPT-Kriterium)

Ein notwendiges Separabilitdatskriterium ist das von PERES [8] entwickelte Kriterium
positiver Partielltransponierter (PPT-Kriterium):

Theorem 4:

Ist p separabel, folgt, dass alle partielltransponierten Matrizen positiv,
d.h. echte Zusténde sind:

p separabel = p7* > 0.

p1v bezeichnet die partielltransponierte Matrix beziiglich des v-ten Subsystems. Stellt
man die Dichtematrix p in der Produktbasis dar

p=>> (lpla))l, (6.2)
i g
errechnet sich die Partielltransponierte des v-ten Subsystem nach

57 = S S GG it Gy i)t s (6.3)
i J

pTv > 0 bedeutet hier, dass die Matrix positiv definit ist, d.h. alle Eigenwerte gréfier oder
gleich null sind. Diese Eigenschaft kann direkt iiberpriift werden, indem man die Eigen-
werte auf Positivitdt untersucht, oder indem man die CAUCHY-SCHWARZ-Ungleichung
verwendet (siehe Kapitel 2.1). Alle Zusténde, die das PERES-Kriterium erfiillen, also
deren Partielltransponierte samtlich positiv sind, nennt man Positiv-Partielltransponier-
te-Zustande oder PPT-Zusténde.

Das PERES-Kriterium ist vollstdndig scharf (notwendig und hinreichend) fiir 2x2
und 2x3 Systeme. Fiir alle grofferen Netzwerke ist das Kriterium nur ein notwendiges
Separabilitéatskriterium. Es gibt ndmlich Zusténde, die das Kriterium erfiillen - d.h. alle
partielltransponierten Matrizen sind positiv - aber trotzdem nicht separabel sind. Sol-
che Zusténde nennt man gebunden-verschrinkte-Zustéinde. Andererseits gilt, dass der
Gesamtzustand mit Sicherheit verschrankt ist, wenn nur eine partielltransponierte Ma-
trix nicht positiv ist. Zur Veranschaulichung sollen die verschiedenen, hier vorgestellten
Zustande, in einem qualitativen Bild dargestellt werden, sieche Abbildung 6.1. Es wird
aber darauf verwiesen, dass aus dieser Abbildung keinerlei Informationen iiber die tat-
séchliche Struktur und Grofle des Zustandsraums sowie die Lage der Grenzen gewonnen
werden koénnen.

Korrelationstensorkriterium

Lediglich ein weiteres, allerdings nur hinreichendes Kriterium fiir Separabilitéit, soll an
dieser Stelle vorgestellt werden: das bisher schérfste Separabilitétskriterium (siehe [0]).
Der in Kapitel 4 eingefiithrte Korrelationstensor enthélt sémtliche Informationen {iber
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reiner Zustand
prein

PERES
Kriterium

gebundenverschrankte
Zustinde

Pp.z reiner Produktzustand

tand
ot Zus
,,Blass

5 —e)i4e prein
prcin ﬂl/N(l 6) *

]  Separable Zustidnde
B  Verschrinkte Zustdnde
HEl BrocH Kugel

Abb. 6.1: Struktur des Zustandsraums (vgl. [7]). Die eingezeichnete PERES-Grenze ist nur schematisch
dargestellt; das PPT-Kriterium ist fiir alle Zustdnde innerhalb dieser Grenze erfiillt. Die gebunden-
verschrinkten-Zusténde erfiillen zwar das Kriterium, sind jedoch trotzdem verschrinkt. Die ,blassen®
Zusténde liegen in Abhéngigkeit von e auf Verbindungslinien zwischen reinen Zusténden und dem total
gemischten Zustand in der Mitte.

das System. Es ist moglich, ein Kriterium basierend auf dem Korrelationstensor zu
definieren.

Theorem 5:

Gilt fiir den Korrelationstensor i eines Systems im Zustand p bestehend
aus zwei Subsystemen:

Z lue| <2 = p separabel.
C

Leider greift dieses Kriterium meist nur in einer sehr engen Umgebung des total gemisch-
ten Zustands und ist nur fiir Systeme bestehend aus zwei Subsystemen giiltig.

6.3 PPT-Kriterium fiir den verallgemeinerten
WERNER-Zustand

Fiir den verallgemeinerten WERNER-Zustand (Gl. (5.10)) ist es gelungen zu zeigen, dass
das PERES-Kriterium fiir beliebig viele Subsysteme und beliebig viele Niveaus sowohl
hinreichend als auch notwendig ist (siehe [0,25]). Dabei wird zunichst ein notwendi-
ges Separabilitatskriterium verwendet: das PERES-Kriterium. Aus diesem erhélt man
eine Bedingung fiir Separabilitéit, die in den WERNER-Zustand eingesetzt wird. Der so
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erhaltene Zustand wird dann explizit separiert.
Hier soll also zunéchst das PPT-Kriterium fiir verallgemeinerte WERNER-Zustéinde
berechnet werden.

PeRes-Kriterium fiir verallgemeinerte WERNER-Zustand

Zunéchst wird fiir die verallgemeinerten WERNER-Zustédnde p die Partielltransponierte
von Gl. (5.10) berechnet und auf Positivitdt mit Hilfe der CAUCHY-SCHWARZ-Unglei-
chung untersucht (Theorem 1). Folgende Abkiirzungen werden dabei verwendet:

= |i1, .oy, iN), (6.4a
= |j17 ]U?' .. 7]N> a’nalog ‘k> und |m>7 (

) )
) )
>:]21,...,jl,,..., iny, (6.4c)
) = |1, v, ..., jn) analog |k) und |m), (6.4d)

mit denen sich die Partielltransponierte beziiglich Subsystem v als
pr = ZZm|ﬂ (6.5)

schreiben ldsst. Die zu untersuchende CAUCHY-SCHWARZ-Ungleichung hat nun die fol-
gende Form:

(k|p™ k) (ml|p™ [m) > [(k|p™ [m)[*. (6.6)

Berechnung der rechten Seite von Gl. (6.6):

k|pT im) = ZZP'LJ k| .7|m>
_Zzle ki ]m

>

k,m

1 A . -~
= (k| —N(l — €)1 + € Prawse) ). (6.7)

—~

Der 1-Operator hat keine Nichtdiagonalelemente, d.h. man muss nur den zweiten Sum-
manden betrachten, wobei die Dichtematrix des verallgemeinerten Katzenzustands (Gl.
(5.4)) verwendet wird:

1 —
(R|€ pruelrit) = EZZ ). i)

i=0 j=0

3

3
L
3
L

5k Aot} 5{] ~~~~~ jtm: (68)

SEEY
-
]
o
<.
Il
o
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€

Man sieht, dass alle nichtverschwindenden Elemente hier £ sind. Jetzt berechnet man
die Terme der linken Seite von Gl. (6.6) zu einem dieser nichtverschwindenden Elemen-
te z.B. |[k) = |i,...,4) und |m) = |j,...,7), dh. |k) = |i,...,j,...,7) und |m) =
|7,...,4,...,7), wobei die Transposition an der v-ten Stelle stattgefunden hat:

ol Uy = S5 piglive oo iR Gl o)
i g

- ﬁ{z]z}{zgl}
. . a1 - .
=i, sy ,@|(n—N(1 — €)1 + € Prase)

1 ) ) Ooa : ) }
:n—N(l_E>+€<Z7"'7J7"'72’p1(atzeZ?"')J)"'7Z>
1
=-xl—¢
n—1 n—1
+ € (yevosJyeesillyc s Opye sl oy gy 0). (6.9)
=0 p=0

Da der letzte Term immer null ist, erhalt man also das Matrixelement niN(l —¢€). Analog
berechnet sich der zweite Term der linken Seite von Gl. (6.6) mit Vektor |m). Setzt man
alles in die CAUCHY-SCHWARZ-Ungleichung (6.6) ein, erhélt man:

(niNu - e>)2 >

Diese Ungleichung lésst sich nach e auflésen, und man erhélt damit die notwendige
Separabilitdtsbedingung:

2
€

n

(6.10)

1

- Egrenz .

Alle Zustdnde mit groflerem e als €,,.,, = nN++1 sind in jedem Fall verschrinkt. Ob
Zustande mit einem € < €,,.,, separabel sind, kann hier noch nicht entschieden werden.
Dazu miifite noch ein hinreichendes Kriterium untersucht werden. Das oben beschrie-
bene Korrelationstensorkriterium versagt hier jedoch. Die Vorgehensweise wire nun zu
versuchen, den Zustand mit €,,.,, explizit zu separieren. Dies ist mit den spéter in dieser
Arbeit vorgestellten Paketen (siche Kapitel 7) und einem Mechanismus zur Herstellung
von WERNER-Zustédnden an der Separabilitédtsgrenze moglich.

6.4 PPT-Kriterium ,blasser’ Zustande

Auch fiir den allgemeinen ,blassen® Zustand pp... (Gl. (5.12)) ist es moglich, das PERES-
Kriterium zu untersuchen:

A 1 - 1 .
pblass - n_N(l - 6)1 + Eprein - n_N(l - 6)1 + € |w><¢| (612)
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Der reine Zustand [¢) lasst sich in die Produktbasis entwickeln

0) = —— S wili), (6.13)

¢I’IOI‘I’H

woraus sich die Dichtematrix des ,blassen” Zustands ergibt:

ZZw vj i) (6.14)

i

R 1
pblass - (1 - 6 1 +

norm

Fiir diese Dichtematrix muss jetzt dle Partielltransponierte berechnet werden. Dazu
werden die Definitionen aus Gl. (6.4a)-(6.4d) verwendet:

Dotss = Z Z pig |8) (3]
- Z Z |pb1dss ] |

:ZZ ( (1—e)l+

IR <m\) WG

norm k

an (1-9i ZZZZ% mlj) i)
—nl (1—e)i+ ZZw w3 [4) (6.15)

norm i
Nach dem PERES-Kriterium muss dlese Matrix wieder positiv definit sein, was auch hier
mit der CAUCHY-SCHWARZ-Ungleichung (Definition 1) gezeigt wird. Zunéchst miissen

die Matrixelemente berechnet werden:

(k| P ) =~ (1= €) (k] 11 + ZZw ¥ (el (Glm)

I'lOI'I’l’l

- ZZW 0% 5m

norm i

= Z Zlﬁ w (5161 (AT 6kr7jr T 5kN7iN 6j1,m1 e 51},?7% T 5jN7mN

norm

i

i

norm

ZZ¢ w3 (ki) (5]k)

i

ZZw W

i

. 1
<k| pblass |k> = TLN<1 - 6) +

norm

1
:—N(1—€

n norm

5k1,i1 .. '5kr,jr R 5kN7iN . 5j1,k1 R (51.“’% . 5jN,kN

S R PR S (6.17)

n norm
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Das letzte Matrixelement berechnet sich natiirlich analog zum vorletzten. Jetzt kann
man diese Matrixelemente in die CAUCHY-SCHWARZ-Ungleichung einsetzen:

2
€ . 1 € 1 €
kvl < (w00t tu?) (S50t lm?) . (019
fle)t fle) | |
Virerschriir‘ikter
Bereich !
5
O separabler €
Bereich

Abb. 6.2: Schematische Darstellung der Funktion f(e).

Dies kann zu einer in e quadratischen Ungleichung der Form f(e) > 0 umgeformt wer-
den. Zur Veranschaulichung diene die schematische Abbildung 6.2. Betrachtet man die
Gleichheit und berechnet € aus dieser Gleichung, erhédlt man zwei Losungen, von denen
eine kleiner null ist und damit ausscheidet, da gilt 0 < e < 1. Das Ergebnis ist somit:

J— 2,11112101‘111
2Vorms = 1 (10412 + [Yml? = /(0P = [P + A 0PI )

€

(6.19)

Um nun das tatséchliche €, zu erhalten, muss man beziiglich aller moglichen k bzw.
m minimieren. Das kleinste ¢, das man erhélt, ist das tatsédchliche €pg. .

2
j— o 2 wnorm
EPHRHS = min

(o) | 942, — 0 ([l + [ml2 = /TRP — [0 + A 03P 0l )
(6.20)

Uber die Separabilitiit kann hier keine Aussage gemacht werden, da es analytisch nicht
moglich ist, mit diesem €,,,,, weiterzuarbeiten. Das Ergebnis kann nur dem numerischen
Vergleich mit €, dienen, das durch das spéter in dieser Arbeit vorgestellte Mischungs-
verfahren erzeugt wird.



7 Pakete

In diesem Kapitel sollen separable Zustédnde, so genannte Pakete, mit interessanten Ei-
genschaften vorgestellt werden. Diese werden im néchsten Kapitel verwendet, um ver-
allgemeinerte WERNER-Zusténde durch Mischung zu erzeugen.

7.1 Definition der Pakete

Durch die Mischung ausgewihlter Eigenzusténde eines Produktoperators (hier Mischung
aller Zustdnde zum gleichen Eigenwert) konnen interessante quantenmechanische Zu-
stinde erzeugt werden. Die Eigenzusténde |AS,) der Produktoperatoren sind Produkt-
zustande (siehe Kapitel 4.3). Mischt man solche nichtverschrankten Zustande, erhélt
man wieder einen separablen Zustand (siehe Definition 8). Die Zusténde, die durch Mi-
schung aller Eigenzustinde zum gleichen Eigenwert eines Produktoperators ¢ entstehen,
werden hier als Pakete bezeichnet.

Definition 9: Pakete

Mischt man alle Eigenzustéinde |AS,) eines Produktoperators C, (¢ # 0)
zum gleichen Eigenwert AS, = w™ mit s = 0...n — 1, mit gleicher
Gewichtung, erhélt man den Zustand

~ 1 c c c —5
pPaket(C7 S) = F Z |Am> <Am| 5(Am =w )

z
m

Dieser Zustand wird als Paket bezeichnet.

N, = n™7! ist die Anzahl der Eigenzustinde des Produktoperators zum Eigenwert
A¢, = w* d.h. der Entartungsgrad (siche Gl. (4.16)). Die Summe lduft iiber alle
Eigenzustiande m, wird jedoch durch die J-Funktion auf Eigenzustéinde zum gleichen
Eigenwert (bestimmt durch s) beschrinkt. Die Annahme der Eigenwerte des Produkt-
operators als n-te Einheitswurzeln folgt aus Kapitel 4.3 (—s wird hier nur aus Griinden
der Darstellung verwendet).

Es ist zunédchst sinnvoll, auch diesen Zustand nach Produktoperatoren zu entwickeln.
Die direkte Berechnung des Korrelationstensorelements ist jedoch, wegen der kompli-
zierten Eigenzustandsstruktur der Produktoperatoren, schwierig. Deshalb soll hier der
umgekehrte Weg eingeschlagen werden: Angabe einer Produktoperatordarstellung und
Vergleich dieser mit den hier definierten Paketen. Auflerdem sollen hier nur Systeme

39
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mit n € P betrachtet werden, da bei diesen eine geschlossene Darstellung der Pakete
in Produktoperatorentwicklung maoglich ist, wihrend es fiir den Fall n ¢ P eine solche
nicht gibt.

Theorem 6: Produktoperatorentwicklung der Pakete

Fiir n € P haben die Pakete die Produktoperatorentwicklung:

pten= 4 (1 5mcr)

Aus Gl (4.11b) folgt, dass die Potenz eines Produktoperators proportional zu einem
anderen Produktoperator ist. Wenn man also hier Gl. (4.11b) einsetzt, erhélt man den
Korrelationstensor und damit die herkémmliche Produktoperatorenentwicklung. Die
hier angegebene Form erweist sich fiir die weitere Rechnung allerdings als giinstiger.

Beweis: Zu zeigen bleibt, dass Definition 9 und Theorem 6 iibereinstimmen. Die Eigen-
wertgleichung des Produktoperators ist bekanntlich:

CelAf) = g AS,). (7.1)
Es gibt einen Operator Q
der den Produktoperator diagonalisiert:
A 0
De=Q7'C.Q = : (7.3)
0 Ay

Aus Theorem 6 sieht man sofort, dass auch das Paket durch Q diagonalisiert wird, da
fiir eine Produktoperatorpotenz gilt:

01 C2Q=0" 000
ST SEY:
= Do+ Do = Do, (7.4)

Aus diesem Grund geht das Paket mittels Q in Diagonalform iiber:

N

Q_l ﬁPaket(c’ S) Q= nN

i+ wwfw) . (7.5)
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Von dieser Gleichung koénnen die Eigenwerte der Pakete direkt abgelesen werden:

Q(e,m, s) = niN (1 + nz_l o (Afn)”) | (7.6)

o=1

Da die Eigenwerte im Raum der n-ten Einheitswurzeln bleiben (sieche Kapitel 4.3), kann
man 0.B.d.A. annehmen, dass AS, = w™" gilt. Damit erhalten die Eigenwerte die Form:

n—1
1 1 |n t=s
. (s—t)o | _
Q(Cymy 8) - nN (Zow ) - nN {Zn—l (S—t)O’ _ O t % s (77>

o=0 w

Hier miissen zwei Félle unterschieden werden: Ist t = s, so ist das Ergebnis der Summe
n, da der Summand eins ist. Sonst ist die Summe null, da (s—t) eine ganze Zahl ungleich
null ist und die Summe fiir n € IP immer iiber alle n-ten Einheitswurzeln lduft. Mit dem
Entartungsgrad N, = n™~! (siehe Gl. (4.16)) erhilt man also die Eigenwerte:
LN = NLZ Af_n = wis

Qle,m,s) = { (7.8)

S 3

sonst

Jeder Dichteoperator kann in seine Eigenbasis entwickelt werden, also auch die Pakete
IaPaket(c7S) = ZQ(C,m, 3)‘A1cn> <A$n| (7'9)

Setzt man den Eigenwert des Pakets ein, erhélt man genau Definition 9. Damit ist
gezeigt, dass Definition 9 und Theorem 6 iibereinstimmen. U

7.2 Eigenschaften der Pakete

Die Pakete p,,..(c,s) miissen echte Zustdnde sein, d.h. sie miissen die folgenden drei
wichtigen Eigenschaften erfiillen:

1. Spur: Spur{p,,..(c,s)} =1

Beweis:
n—1
R 1 N R
Spur{pue (€ 5)} = — | Spur{i}+ 3 wSpur{C7} | . (7.10)
n o=1

=nN

Zu untersuchen bleibt die Spur von Potenzen des Produktoperators ¢ = {a, b},
was mit Gl. (4.11b) moglich ist:

Spur{é’g} = Spur{w%a'b”(”_l)é{ﬂp_b}} =0. (7.11)

Die letzte Gleichheit gilt, da alle Produktoperatoren spurlos sind. 0]
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2. Hermitizitét: p,,.. (¢, s) = (Ppua(C s))Jr

Beweis: Im Folgenden werden die fiir die Produktoperatoren in Kapitel 4 hergelei-
teten Relationen verwendet. Es ist zunéchst notig, den adjungierten Dichteopera-
tor des Pakets zu berechnen:

~ 1 2 = —so (Ao
(Praei{a; b}, 9))' n—N<1*+Zw (C{a,b})T>

o=1

SU a,~ba(a—1) A t
A.11b) n¥ ( +Z‘*’ Cloa.ot)) )
59 a bo(o—1), o%a-b
4:7) N (1 +Zw ) C’{ va, Ub}>

4.

1 (. .
= X (1 - Zw—”w%“"’”(”“) C{Lm__gt,}) . (1.12)
o=1

Dieser adjungierte Dichteoperator des Pakets muss nun mit dem Paket selbst ver-
glichen werden:

n—1
N 1 2 sa’ Ao’
pPaket({a’ b}’ 8) = n_N (1 + Z w C{“J’})

1—1

n—1
1 (. 1 A
= (1 + ) w2t CM}> : (7.13)

r—1

Diese beiden Dichteoperatoren kénnen nur iibereinstimmen, wenn ein Produktope-
rator des adjungierten Pakets mit einem aus der Summe von Produktoperatoren
des urspriinglichen Pakets iibereinstimmt und zusétzlich die Koeffizienten der bei-
den Operatoren gleich sind. Fiir die Gleichheit der beiden Produktoperatoren muss
gelten:

a= (0+0)a=0, (7.14a)
= (04 0')b= (7.14D)

‘Q

—0oa =
—ob=

Da alle Grofien positiv sind und alle Indizes a,, und b, von 0...n — 1 laufen, haben
diese Gleichungen nur zwei Losungen: entweder sind alle Indizes a, und b, null,
was allerdings ausgeschlossen bleibt, da es nicht sinnvoll ist, ein Paket mit dem
Einsoperator zu bilden, oder es muss gelten (¢ + ¢') = n. (Diese Uberlegungen
gelten nur fiir Félle bei denen n € P ist. Ist dies nicht der Fall, gibt es hier noch
andere Losungen.) Aus den Summen sind nun jeweils zwei gleiche Operatoren
gefunden. Damit beide Dichteoperatoren iibereinstimmen, miissen hier auch die
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Koeffizienten iibereinstimmen:

241 bo(o+1) __ La-bo'(0'—1)

w W =w’ w?

—s(o+a’) %a-bo(o’Jrl)waa-ba"(o"fl) -1

W w

_ 1. 2 12 ’
w snw2ab(a to+o'"+0’) _ 1

w—snw%wb (o+0')(o—0'+1) _ 1

w—snw%aub n(o—(n—o)+1) _ 1

_ la. _
W2 bn(20—n+1) _ 1

wfsnwa-bnaw 2a, bn(n—1) __ = 1. (715)

Bei den ersten beiden Faktoren sieht man sofort, dass beide auf Grund der Defi-
nition von w eins sind. Der dritte Faktor ist auch eins, da n € P gilt und somit
n — 1 fir n > 2 immer eine durch zwei teilbare Zahl ist. Damit sind auch die
Koeffizienten gleich. Nur die Pakete mit n = 2 machen hier Schwierigkeiten. Diese
konnen jedoch umgangen werden, indem man fiir solche Netzwerke statt der uni-
taren Operatoren die PAULI-Operatoren verwendet, da diese sowohl hermitesch als
auch unitar sind. Hiermit ist der Hermitizitdtsbeweis erbracht. Il

. Positivitit: p,,,  (c,s) >0
Die Eigenwerte der Pakete (Gl. (7.8)) sind alle positiv oder null, woraus direkt
folgt, dass die Pakete positiv definit sind.

7.3 Separabilitat der Pakete

Durch einen Induktionsbeweis soll noch gezeigt werden, dass die Pakete tatséchlich se-

parabel sind. Die zugrundeliegende Idee stammt von A. PITTENGER aus [(].

Bewelis:

Induktionsannahme:

Ein Paket fiir N Knoten mit der lokalen Hilbertraumdimension n

pp(ﬁet (c,s) =N wa C’U (7.16)
ist separabel.
Induktionsanfang:
Sei N = 1: das Paket hat dann die Form:

pPakct c,s) Zwsg UU (7.17)
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Dieser Zustand ist per Definition separabel, da es ein Einteilchenzustand ist.

Induktionsschritt:

Der Zustand

3
,_.

ﬁgk;(c, a) @ pro(c, —a+ 1) (7.18)

>
I
SHES

S)
I
o

ist separabel, da nach Induktionsannahme der erste Zustand und nach Induktionsanfang
der zweite separabel ist, und der Zustand so erzeugt wird wie in Definition 8 angegeben.
Im Folgenden wird gezeigt, dass gilt:

o I CRINOR (7.19)

Zunéchst werden dazu in die Definition von p die Pakete eingesetzt:

1 1 1
AT - ac Ao - (—a+t)o 770
p=- N2V C7 ® - Z w US
a=0 o=0 o’'=0
n—1 n—1
o o’ tcr a(o—o’)
S S W0 W )

0=0¢'=0

Von Interesse ist die letzte Summe iiber a, da man sie mit Hilfe der Definition fiir w
berechnen kann:

n—1 _
Zwa(crfU/) — {n g=9g = n(so,o’ , (721)

0 sonst

damit gilt fiir p
n—1

> w Ozl

ﬁ nN+1
pP]Zk—;l)({Ca C} t) (7.22)

Somit ist der Schluss von N — N + 1 vollendet und der Induktionsbeweis erbracht. [
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In diesem Abschnitt soll demonstriert werden, wie mit Hilfe der Pakete ein verallgemei-
nerter WERNER-Zustand durch Mischung erzeugt werden kann. Dabei soll ein Zustand
mit moglichst groflem €, d.h. moglichst nahe an der Separabilitidtsgrenze, gemischt wer-
den. Fiir den Spezialfall eines verallgemeinerten WERNER-Zustands mit lokaler Hilbert-
raumdimension n € P kann man sogar das mit Hilfe des PERES-Kriteriums berechnete
€pues €rreichen (siehe Kapitel 6.3). Da das Mischungsverfahren per Konstruktion ein
hinreichendes Separabilitdtskriterium darstellt, und es moglich ist, einen Zustand mit
€puss 20 Mischen, folgt hier, dass das PERES-Kriterium fiir WERNER-Zustédnde die Sepa-
rabilitdtsgrenze markiert.

Zunéchst wird nun eine Mischung von ausgewéhlten Paketen erzeugt, die dann mit
dem verallgemeinerten WERNER-Zustand verglichen wird.

8.1 Erzeugung verallgemeinerter WERNER-Zustands

8.1.1 Auswahl der Pakete

Die Pakete, die zur Mischung benétigt werden, konnen mittels des Korrelationstensors
aufgefunden werden. Jeder Eintrag im Korrelationstensor entspricht einem Produktope-
rator mit den Indizes ¢={a,b}. Man mufl zu jedem von null verschiedenen Element
des Korrelationstensors ein Paket zur Verfiigung stellen.

Der Korrelationstensor des WERNER-Zustands entspricht dem des Katzenzustands
bis auf die Skalierung der Eintrége (siehe Kapitel 5.2). Das Korrelationstensorelement
ist dabei nur von null verschieden, wenn fiir die Indizes gilt:

a=1{a,... a}, > b=0. (8.1)

Also werden hier alle Pakete ausgewéhlt, deren Indexvektoren ¢={a,b} diese Forde-
rungen erfiillen. Da alle von null verschiedenen Korrelationstensorelemente des Katzen-
zustands eins sind, kommt man auflerdem mit Paketen zu s = 0 aus.

8.1.2 Anzahl der Pakete

Die Anzahl der im letzten Abschnitt ausgewéhlten Pakete lisst sich durch die Summation
aller Korrelationstensorelemente der Katze (ohne das triviale Element {0,0}) berechnen.
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46 8 Mischungsverfahren mit Paketen

Dies ist nur moglich, weil alle Elemente des Korrelationstensors des Katzenzustands
entweder null oder eins sind, und man zu jedem Element genau ein Paket ausgewéihlt
hat. Man kann auch iiber das triviale Element mitsummieren, muss dann allerdings vom
Ergebnis wieder 1 abziehen:

Np:Zuc
_22152N by =0) — 1. (8.2)

a=0 b

Die Summation iiber a kann direkt ausgefithrt werden, und die 6-Funktion kann umge-
kehrt wie in Kapitel 5.2 wieder als Summe dargestellt werden; man erhélt damit:

N,=n Z % i: Wi brttby)

n—1 n—1 n—1 n—1
=2 QW W d Wi (83)
7=0 b1=0 bo=0 bny=0

Jede dieser Summen stellt fiir j > 0 eine geometrische Reihe dar. Summiert man diese
fiir 5 > 0, erhédlt man:

le_l n]_l

N, = Zw +Zw]_1 --w]_1—1. (8.4)

Da w™ =1 und w’ # 1 ist, ist jeder Term der zweiten Summe null. Die Summe iiber b
ergibt n", da der Summand eins ist. Damit ist die Anzahl der Pakete

N, =n" —1. (8.5)

8.1.3 Mischung der Pakete

Nun sollen alle in Kapitel 8.1.1 beschriebenen Pakete gemischt werden. Dabei sollen die
beiden Bedingungen (Gl. (8.1)) berticksichtigt werden, indem fiir die verwendeten Pakete
a = {a,...,a} angenommen wird, und die Summation iiber b durch 6(x 5., = 0)
eingeschrénkt wird. Auflerdem soll in den folgenden Summen der Term a = 0, b = 0 nicht
mitgenommen werden. Die Mischung erfolgt mit gleicher Gewichtung, zur Normierung
wird durch die Anzahl der gemischten Pakete N, geteilt.

n—1
. 1 .
Phiisch = ﬁ Z pPaket<{a’Jb}7 0) 6(25:1 by = 0)
Pa=0 b
1 n—1 1 n—1
- FPa:();n_NUZ:O oab}(S(EM 1 0)
1 1 n—1 n—1
_ Labo(o-1) A N _
= —_— w2 C{Mvﬂ,} (5(2#: by, = 0) (8.6)
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Betrachtet man den Exponenten von w, so erkennt man, dass das Skalarprodukt hier
auf Grund der d-Funktion immer ein Vielfaches von n ist:

N N
a-b=> ab,=a) b, ~n (8.7)
p=1 p=1

Da aber o(0 — 1) entweder null oder eine gerade Zahl ist, ist der Exponent von w in Gl.
(8.6) immer null oder ein ganzzahliges Vielfaches von n. Der Faktor ist also insgesamt
gleich eins und man kann umformen:

ﬁMisch = NLPLN Z Z Z {ca,ocb} 5(25:1 by = O) (88)

a=0 b o0=0

H

Als néchstes muss die Summation iiber o ausgewertet werden.

n—1
) 11 . . A
Puwa = ; ; (C{g,g} + Claby + Craaney + -

~

"+C{(n1>a7(n1)b}) 6(2),b.=10) (8.9)

Die Summen iiber den Operator CA’{O,O} = 1™ lagsen sich sofort auswerten: Man erhiilt
die Anzahl der Pakete N, multipliziert mit dem Einsoperator. Der zweite Term C'{a,b}
mit den Summen und der §-Funktion stellt die Entwicklung des verallgemeinerten Kat-
zenzustands nach Produktoperatoren dar. Es geht jetzt darum, alle weiteren Terme zu
vereinfachen. Betrachtet man das Indexpaar {na,n b}, so stellt man fest, dass auch die-
ses Paar die Bedingung GI. (8.1) erfiillt. Daraus folgt, dass ein Produktoperator, dessen
Indexvektoren mit einer ganzen Zahl multipliziert werden, wieder zur Menge der Ope-
ratoren gehort, die in der Produktoperatorentwicklung des Katzenzustands auftauchen.
Hier wird aulerdem iiber alle diese Operatoren summiert und solange n € IP ist, &ndert
sich durch Multiplikation der Indexvektoren mit einer ganzen Zahl nur die Reihenfolge
des Auftretens der Operatoren. Das bedeutet, dass alle weiteren Terme in der Summe
auch die Produktoperatorentwicklung des verallgemeinerten Katzenzustands darstellen.
Da es insgesamt n — 1 solche Terme gibt, erhélt man folgendes Ergebnis:

A 1 1 n—1
pMisch - n_N ( N ZZC{G b} 5 H 1 = )) N (810)

8.1.4 Berechnung von ¢

Der gewiinschte Zustand ist jetzt gemischt. Zusétzlich ist die Produktoperatorentwick-
lung des verallgemeinerten WERNER-Zustands (siche Kapitel 5.3 Gl. (5.11)) bekannt:

. Iy . 2
meNm = n_N <1 + € Z uc(pKatze>CC) . (811)
c
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Vergleicht man nun diese beiden Zustande Py Mit Pween beziiglich ihrer Produkt-
operatorentwicklung, so ist es moglich, den Mischungskoeffizient € zu berechnen. Man
erhélt:

1 1
e=2 """ (8.12)

8.2 Zustandsmischung an der Separabilitatsgrenze

Betrachtet man den oben beschriebenen Mischungsvorgang, so fillt auf, dass jedes Paket
schon n — 1 richtige Korrelationen erzeugt. Trotzdem wird bisher diese besondere Ei-
genschaft der Pakete nicht ausgeniitzt. In dem bisher vorgestellten Mischungsverfahren
werden Pakete zu jedem Korrelationstensorelement mitgenommen. Mischt man stattdes-
sen nur eine spezielle, geschickte Auswahl an Paketen, kann man eine Effizienzsteigerung
erreichen. Als geschickt erweist es sich hier, nur Pakete zu a = 1 mitzunehmen. Dem
erzeugten Zustand fehlen noch Korrelationen, die aber durch eine weitere spezielle Mi-
schung erzeugt und beigemischt werden koénnen.

8.2.1 Pakete mita =1

Zunichst allerdings werden alle Pakete mit @ = 1 gemischt, d.h. @ = {1,...,1}. Dabei
soll Np(=1) die Zahl der ausgewihlten Pakete zu a = 1 sein:

Z Prac ({0}, 0) ( =0)

Pa=1 =
(a=1)

B N ZZ% b} =0). (8.13)

al)

Wie in Kapitel 8.1.3 kann hier die Produktoperatorpotenz umgeschrieben und die Dich-
tematrix damit vereinfacht werden:

n—1
R 1 1 R
Pa=1 = Np(a:l) nN § : § :C{Ua,a_b} 5(25:’:1 by = 0)

b o=0

1 1 R A A
=N N Z (0{0,0} + Clapy + Cr2a 20y + - ) 6(2N b, = 0). (8.14)
b

p(a=1)

In jedem Produktoperator (bis auf den ersten) wird der Indexvektor b mit einer ganzen
Zahl multipliziert. Wie schon im vorigen Kapitel gezeigt, fithrt diese Multiplikation zu
der gleichen Menge an Indexvektoren, und da iiber alle derartigen Indexvektoren b sum-
miert wird, kann man die Multiplikation von b mit einer ganzen Zahl ohne Beschréinkung
der Allgemeinheit auch weglassen.

Pa=1 =

11 ) . )
Np(ayy 1V ;(0{0,0} + Clapy + Craapy + ) 6(Z) 6. = 0) (8.15)
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Jetzt kann wieder eine Summation iiber a = 1...n — 1 eingefithrt werden. Die Summa-
tion iiber den Operator Cg oy kann ausgefiihrt werden.

—1
. 1 1 N .
Pa1 = 5 — ( (a=1) 1 + ZZC{a,b} O(Zhlibe = 0)) (8.16)

p(a=1) T

Dieser Zustand hat schon viel Ahnlichkeit mit dem gesuchten verallgemeinerten WER-
NER-Zustand. Zu diesem fehlen nur noch sédmtliche Produktoperatoren, die zu @ = 0
gehoren. Im folgenden Kapitel muss eine spezielle Mischung gefunden werden, die diese
Eigenschaften enthilt. Dann kann durch eine erneute Mischung der WERNER-Zustand
erzeugt werden.

Zuvor bleibt noch die Bestimmung der Anzahl der Pakete N,,—1). Zu jedem a gibt es
gleich viele von null verschiedene Korrelationstensorelemente. Insgesamt gibt es NV, + 1
(N, ist die Anzahl der Korrelationstensorelemente ohne das {0, 0}-Element). Die Anzahl
der Elemente zu a = 1 entspricht dem n-ten Teil aller Elemente, woraus folgt:

Nyaz1) = % =N, (8.17)

8.2.2 Spezielle Mischung

Man benétigt jetzt noch einen Zustand, der die fehlenden Korrelationen zu @ = 0
einbringt. Als giinstig erweist sich hier der Zustand:

n—1

. 1 ‘ N .
pspeZ:EZ|Z,...,Z><Z,...,Z|, (8.18)

=0

der alle Eigenschaften eines echten quantenmechanischen Zustands besitzt. Die Matrix
hat in der Produktbasis schon Diagonalgestalt, ist also hermitesch. Man sieht sofort,
dass alle Eigenwerte null oder % sind, und dass die Normierung stimmt. Auflerdem
stellt diese Dichtematrix eine Mischung aus Dichtematrizen von Produktzusténden dar,
repriasentiert also einen separablen Zustand. Nun muss der Korrelationstensor dieses

Zustands berechnet werden.

(o) = —ZZMOW RATCR)

k
1 —i(by 4
(4:7) " ZZW‘“’W (bi+-+bn) 5k17ﬂ"'5kN»i—aN Oiky Oikon
’ k i=0 —
1 n—1
) Zwabw_dbﬁudrbm Oii—ay * " Oiiay (8.19)

n -
1=

Aus den J-Funktionen folgt, dass alle a, null sein miissen, damit das Korrelationstenso-
relement iiberhaupt von null verschieden sein kann. Aus der Summe iiber ¢ folgt analog
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zu Kapitel 5.2 die 6-Funktion né(x-3_, 5, = 0). Damit hat dieser Zustand die Produkt-
operatorentwicklung:

S N A
Peper = o (1 + zb: C{Qb} (5(22’:1 by = 0)) . (8.20)

Dieser Zustand p.,., enthélt genau die in der Mischung p,—; noch fehlenden Korrelatio-
nen.

8.2.3 Zustandsmischung

Nun muss die Mischung der in den letzten beiden Kapiteln entwickelten Zustédnde durch-
gefithrt werden. Dazu muss allerdings eine Gewichtung der Zusténde erfolgen, um den
Korrelationen gleiche Werte zu geben.

v (
Np(a=1) +1

n—1
1 1 1 . .
Npa=1) +1 nN[ P 1)]\[p(a:l) ( p(a=1) ;; {a.b} (71# ))
- (1 +>  Clony S(S)on = 0))]
b

Z é{a,b} 5(22]:1 by = O)] (8'21)
b

Np(azl) /A)azl + Iéspez)

PMisch =

B 1 i . 1 n—1
N Np(a:l) +1 g

Der hier gemischte Zustand entspricht dem verallgemeinerten WERNER-Zustand in Pro-
duktoperatorentwicklung. Wie zuvor gezeigt, kann man wieder € extrahieren zu:

1 _ 1
Np(a:l) +1 - nN-14+1 '

¢ (8.22)

opt =

Der hier mit Hilfe separabler Pakete gemischte verallgemeinerte WERNER-Zustand
ist in jedem Fall separabel. Deshalb kann das Mischungsverfahren als hinreichendes Se-
parabilititskriterium angesehen werden. Das durch die Mischung erreichte €,,, entspricht
dem aus dem PERES-Kriterium berechneten €p,,,. Somit ist fiir die WERNER-Zustéinde
ein notwendiges (PERES-Kriterium) und ein hinreichendes (Mischungsverfahren) Separa-
bilitdtskriterium berechnet und damit die Separabilitatsgrenze fiir diese Zustandsklasse
bekannt. Fiir das hier vorgestellte Mischungsverfahren konnen zwei Aussagen getroffen
werden:

1. Das Mischungsverfahren arbeitet optimal, da es Zustédnde direkt an der Separabi-
litdtsgrenze erzeugt.

2. Das Mischungsverfahren ist ein scharfes Separabilitatskriterium fiir WERNER-Zu-
stande.
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Das PERES-Kriterium ist fiir diese spezielle Klasse an Zustdnden notwendig und hinrei-
chend zugleich, also vollkommen scharf. Nochmal sei hier darauf hingewiesen, dass alle
diese Aussagen nur fiir n € P gelten.

Die bisher vorgestellten Mischungsverfahren kénnen auch ohne die Einfiihrung von
Paketen auf Basis der Eigenzusténde von Produktoperatoren durchgefiihrt werden. Die
Theorie ist dann auf Grund der Vielzahl an komplexen Zusténden, die berechnet und
gemischt werden miissen, sehr viel komplizierter.

Ein Beispiel fiir eine Mischung von der in diesem Kapitel beschriebenen Art ist in
Anhang C.1 gezeigt.

8.3 Grenzen des Verfahrens

Alle bisher betrachteten Mischungsverfahren sind beschrénkt auf Netzwerke, deren Sub-
systeme n € P Niveaus aufweisen. Diese Einschrankung hingt schon mit der Paketdefi-
nition (siehe Theorem 6) zusammen. Deshalb sollen an dieser Stelle nochmals die Pakete
fiir n ¢ P betrachtet werden. Damit gibt es fiir n eine Zerlegung nach Definition 4:

3
n = szk (8.23)
k=1

mit den ¢ Primfaktoren p, von n und ihrer Vielfachheit ay. Die Pakete nach Definition
6 haben die Form:

n—1
~ 1 3 so Ao
pPaket(c7S) = TL—N (1 + Zw Cc)
o=1
1 n—1
== (i - Zw”wza'bﬂo—l)C{m,ab}) . (8.24)

o=1

Pakete, deren Indexvektoren ¢ = {a,b} bei Multiplikation mit einer ganzen Zahl o =
1,...,n — 1 und Anwendung der Modulo-Funktion beide in den Nullvektor iibergehen:

sind nicht mehr normiert. Die Summe iiber o durchliuft ofters die gleiche Sequenz von
Operatoren, weshalb der Einsoperator zu hadufig vorkommt. Dieses Problem tritt nur auf
bei Paketen, deren Index-Tupel {a,,b,} sdmtlich eine der folgenden Relationen erfiillen:

a, = Pp, b, =pp oder (8.26a)
a, =0, b, =pp oder (8.26D)
ay = Dgs b, =0  oder (8.26¢)
4, =0 by=0 (8.26d)
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mit 7 = 1,...,ax (vgl. Gl (8.23)). Wird ein solches Paket, dessen Indexvektoren die
Forderungen erfiillen betrachtet, so wird

n

o= — 8.27

o (8.27)

Gl (8.25) erfiillen. Also muss die Summe in der Produktoperatorentwicklung dieses

Pakets schon bei 0 = ]% — 1 abgebrochen werden. Das Paket hat dann die Produktope-
k

ratorentwicklung:

-l

I 1 SO g
pPaket(c’ S) n_N 1 + Z w O ° (828)

o=1

Damit existiert eine Produktoperatorentwicklung fiir alle Pakete. Eine einheitliche Dar-
stellung ist hier allerdings nicht mehr méglich.

Zunéchst kann jetzt das optimale Mischungsverfahren durchgefiihrt werden. Es sollen
alle Pakete mit a = 1 analog zu Kapitel 8.2.1 gemischt werden. Die dabei verwendeten
Pakete sind nicht von dem oben beschriebenen Typ, da fir @ = {1,...,1} keine der
geforderten Bedingungen Gl. (8.26a)-(8.26d) gelten.

Mischt man alle fiir den WERNER-Zustand nétigen Pakete, erhélt man zunéchst:

ﬁa:l = (a=1) TLN Z Z C1{00, ob} 6 u pt by = 0) (829)

b o=0

Die hier auftretende Summe von Produktoperatoren iiber o birgt das gleiche Problem
wie die oben beschriebenen Pakete. Es gibt Terme, fiir die Gl. (8.25) erfiillt ist. Das hat
zur Folge, dass manche benotigten Produktoperatoren in der Summe noch iiberhaupt
nicht enthalten sind, dafiir andere iiberdurchschnittlich oft auftreten. Mit Hilfe spezi-
eller Pakete ist es moglich, die fehlenden Korrelationen einzubringen und iiberschiissige
zu beseitigen. Auf diesen Korrekturalgorithmus wird hier aus zwei Griinden nicht né-
her eingegangen: Erstens ist der Korrekturalgorithmus im Allgemeinen sehr kompliziert.
Zweitens wird das erzielte ¢ durch Korrekturpakete unweigerlich schlechter. Es ist also
nicht moglich, mit diesem Verfahren einen WERNER-Zustand direkt an der Separabi-
litdtsgrenze zu mischen. Der im néchsten Kapitel vorgestellte Algorithmus ist féhig,
samtliche ,,blassen” Zustéinde mit suboptimalem € zu mischen, also auch alle WERNER-
Zustéande, sodass sich die Entwicklung eines Korrekturalgorithmus nicht lohnt. Dennoch
ist in Anhang C.2 gezeigt, wie eine Mischung mit Korrekturpaketen aussehen konnte.
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In den letzten beiden Kapiteln wurden Pakete mit besonderen Eigenschaften eingefiihrt,
mit deren Hilfe es moglich ist, verallgemeinerte WERNER-Zusténde zu mischen. Mit ei-
nigen speziellen Tricks ist es sogar moglich, Zusténde direkt an der Separabilitatsgrenze
herzustellen. Es treten allerdings Schwierigkeiten auf beim Versuch, WERNER-Zusténde
eines Netzwerks mit lokaler Hilbertraumdimension n ¢ P zu mischen. Wegen der auf-
tretenden zusédtzlichen Entartung im Spektrum der Produktoperatoren gibt es immer
Korrelationen, die iiberdurchschnittlich oft in den Paketen auftreten, was zu einem Un-
gleichgewicht der Eintrdge im Korrelationstensor fiihrt.

In diesem Kapitel sollen nun die Pakete auf eine minimale Anzahl an Korrelationen
reduziert werden. Ziel dabei ist, die Pakete universeller einsetzbar zu machen. Es soll
jeder ,blasse* Zustand jedes beliebigen Systems erzeugt werden konnen. Allerdings geht
durch die Verallgemeinerung die Optimalitdt verloren.

Zunéchst sollen jetzt die reduzierten Pakete, im weiteren Verlauf als Module bezeich-
net, definiert werden. Danach soll in einem zweiten Schritt gezeigt werden, wie diese aus
den Paketen hergestellt werden konnen.

0.1 Definition der Module

Die Pakete in der bisher verwendeten Form haben in ihrer Produktoperatorentwicklung
immer n — 1 von null verschiedene Eintrige im Korrelationstensor (siehe Theorem 6).
Dies ist fiir die Mischung komplizierterer Zustdnde von Nachteil, da sich die Pakete
durch ungeschickte Uberlagerung ihrer Korrelationstensorelemente gegenseitig storen.
Man sollte also die von null verschiedenen Korrelationstensorelemente auf eine minimale
Anzahl beschrianken. Solche Zustdnde mit einer minimalen Anzahl an von null verschie-
denen Korrelationstensorelementen sollen im Folgenden als Module bezeichnet werden.
Auch die Module sollen quantenmechanische Zusténde sein, also die drei Forderungen
fiir Dichtematrizen (Kapitel 2.1.3) erfiillen. Aus der Hermitizitét folgt unmittelbar, dass
mindestens zwei Korrelationstensorelemente von null verschieden sein miissen und zwar
das zum Produktoperator C, und das zum adjungierten Operator é’i Fiir den Fall
n = 3 erfiillen die Pakete diese Minimalforderung. Nur fiir den Fall n = 2 kommt man
mit nur einem einzigen Produktoperator aus, da die hier verwendeten PAULI-Operatoren
gleichzeitig unitdr und hermitesch sind. Interessant sind deshalb hier zunéchst alle Fille
n > 3.
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Die Module kénnen durch ihre Produktoperatorentwicklung definiert werden.

Definition 10: Module

In einem Netzwerk, bestehend aus IV Subsystemen mit jeweils n Niveaus,
sei ein Modul zum Produktoperator C. und einer beliebigen Phase ¢
definiert durch:

. Ve
Prtoan (€, ) = N <1 + :(e¢00_|_e ¢Cl>>

mit einer reellen Konstante =.

Diese speziellen Dichteoperatoren erfiillen offensichtlich die Minimalanforderung von nur
zwel von null verschiedenen Elementen im Korrelationstensor.

9.2 Eigenschaften der Module

1. Spur: Spur{léModul(c7 ¢)} =1

Beweis: Durch Einsetzen der Definition der Module folgt:

1 A . « ) .
Spur{p,.qu(C @)} = N (Spur{l} 4+ = (ehi’ Spur{C.} + o i Spur{C’i})) )

Aus der Spurlosigkeit der Produktoperatoren folgt, dass die Spur des Moduls eins
ist. ]

!

2. Hermitizitét: ﬁl\{odul(c’ ¢) = AModul(c7 ¢)T

Beweis: Man berechnet den adjungierten Dichteoperator:

. (s —f i —ip A
pModul(c,@T: [n_N <1+:(e¢Cc+e ¢C’l)>

1 (. o
= (1 + = (e‘¢ Ol + e Cl*)) : (9.1)

Da = reell ist, entspricht dies dem Dichteoperator p,, ,..(¢, ¢). Damit ist die Her-
mitizitat gezeigt. U

.I.

3. Positivitit: p,, ,.(c,¢) >0, wenn = < 1

Beweis: Man kann den adjungierten Produktoperator in der Definition der Module
durch eine Potenz des Produktoperators:

Zfl _ w%abn(nfl) ~

1 _ w%abn(nfl) Cw’[ (92)
4.11b)

(& C
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ersetzen. Der Kommutator zwischen C, und CA'l hat damit die folgende Form:

1

[Ce, C] = [Ce, w2 @m0 En] = ymz abrv=D[C, Cn71] = 0, (9.3)

Hieraus folgt: Da C, und C’i vertauschen, haben sie ein simultanes System von
Eigenzustédnden, sind also simultan diagonalisierbar, aulerdem hat C’i die gleichen
Eigenwerte wie C., allerdings komplex konjugiert (folgt aus [26] S.330 Satz 6.6).
Die Eigenwertgleichung fiir den Produktoperator hat die Form:

CelAr,) = AalAG,), (9.4)
d.h. es existiert ein Operator Q, der den Produktoperator diagonalisiert
Q'C.Q = D, (9.5)

siehe dazu auch Gl. (7.1)ff. Auch der adjungierte Operator C’l ldsst sich mit Hilfe
von () diagonalisieren. Betrachtet man das Modul, so folgt:

N ~ 1 . _ b A1 A A Cid A1 A A
Q_lpl\/lodul<c7¢)Q:n_N(1+:'(e¢Q ICCQ+e ¢Q ! iQ))

1 (. - o
=5 (1 + = (e1¢Dc + e—1¢DL)> : (9.6)

Die Eigenwerte der Produktoperatoren sind komplexe Zahlen vom Betrag eins
(siehe Gl. (4.15a)), d.h. man kann hier alle auftretenden Phasen in einer Phase
Y(m, ¢, ¢) zusammenfassen und erhélt fiir die Eigenwerte des Moduls:

1

QAm,c.¢) = —5 (1 + Z (eVmed) 4 e—iﬁ<m7c,¢>)>

— niN(1 + 2= cos{¥(m,ec, ¢)}). (9.7)

Diese Eigenwerte sind unabhéngig von der Phase ¥(m, ¢, ¢) immer grofier oder
gleich null, wenn = < % Natiirlich kann es bei giinstigen Phasen auch gréfiere =
geben, diese gelten dann aber nicht fiir alle Module dieser Systemgrofe. O

9.3 Separabilitat der Module

Der Separabilitéitsbeweis folgt, wie schon bei den Paketen, der Idee von A. PITTENGER
(siche Kapitel 7.3).

Bewelis:

Induktionsannahme:
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Ein Modul fiir ein System mit N Knoten und einer lokalen Hilbertraumdimension n:

. 2m (s 1[4 s~ b A
pl(\/I]\({()lm(C,(b—i_ ;3) = n_N<1 + 3 (e 2w Clo+ e Py Ci)) (9.8)

ist separabel.

Induktionsanfang:
Zunéchst sei N = 1; dann hat das Modul die Form:
1. 1/, . . .
P(c, & + i <1<1> +5 <e%8 U, +e 90w Uj)). (9.9)
n

Dieser Zustand ist per Definition separabel, da es ein Einsubsystemzustand ist.

Induktionsschritt:
Der Zustand
1 n—1 9 o
== A€, & + —k)® P lc, o + = (~k+1)) (9.10)

ist per Definition ein separabler Zustand, da nach Induktionsvoraussetzung der erste
Zustand und nach Induktionsanfang der zweite Zustand separabel ist und der Zustand
insgesamt gebildet wird wie in Definition 8 angegeben. Im Folgenden soll gezeigt werden,
dass gilt:

!

p = Paan’ ({€.0},26,1). (9.11)

Zunéchst werden dazu in die Definitionen von p die Module eingesetzt:

1 1 1
pA = — -~ (1(N) + = (ei¢wk CC + eii¢wik CZ) ) X
n n 2
k=0
1 1(1) 1 ip, —k+ty) —ip, k—t71]
®—(1 —1—5 e%w U, + e Pyt
n

N 1 . A A 1
_ Z (1(N+1) + 5 el¢>wfk+t1(N) ® Uc 4= 2 1¢ k— tl ® UT

. A A 1 . A N
+ e C. @ 1M + 3 e k0T @ 1W

~ A 1 A ~
+ —w* 0, @ Ul + 1 w2k CT @ U,

e Y e I

. A A 1 . ~ A
+3 e?w'C. ® U, + 1 e 20Ol @ Ul > . (9.12)
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Jeder Term dieser Gleichung enthélt bis auf die letzten beiden eine Summe tiber w* oder
w?*. Wie schon des Ofteren gezeigt, sind alle diese Summen null. Ubrig bleiben nur die
letzten beiden Terme:

n—1

R 1 . 1oy s o b o

iy E <1<N+1> +Ze2¢wtcc®Uc+Ze 204 tCl@Uj). (9.13)
k=0

Man kann direkt summieren, da der Summand nicht mehr von k& abhéngt und erhélt
einen Faktor n und schliellich das Modul:

1 A 1. N N 1 . A .
A (N+1) L i2g ¢ L o—i2g —t At t
P= N (1 1¢ wC’C®Uc+4e w C’C®Uc>
= pnan’ ({e,}, 20, 1). (9.14)

Zu beachten ist noch, dass sich der Vorfaktor = gedndert hat. Er ist nicht mehr wie

vorher %, sondern nur noch i. Die Positivitat fordert allerdings nur = < %, was hier
erfiillt ist. Damit ist der Schritt von N — N + 1 vollzogen und die Separabilitéit der

Module gezeigt. 0

9.4 Erzeugung der Module aus den Paketen

9.4.1 Grundlegende Module

Die Module sollen nun durch Mischung der im Kapitel 7 definierten Pakete erzeugt
werden. Da die Pakete in der dort verwendeten Form nur fiir n € P definiert sind,
gilt auch die folgende Rechnung nur fiir diesen Fall. Fiir den Fall n ¢ P konnen,
wie schon in Kapitel 8.3 angesprochen, ebenfalls Pakete definiert werden. Mit diesen
konnen auch Module erzeugt werden. Dieser Fall soll hier jedoch nicht betrachtet werden.
Das Ziel ist zu zeigen, dass die Module prinzipiell aus den Paketen und deshalb aus
Produktzustdnden gemischt werden kénnen.

Fiir den Fall n = 3 entsprechen die Pakete den Modulen (bis auf die allgemeine Phase
¢). Deshalb beschrinken wir uns zunéchst auf Systeme mit n > 3. Im zweiten Schritt,
wenn es um die Erzeugung der allgemeinen Phase geht, konnen dann die Pakete fiir den
Fall n = 3 verwendet werden, um auch fiir diese eine Phasenmischung durchzufiihren.

Zunachst werden Pakete (siche Theorem 6) gemischt mit gleichen ¢ aber unterschied-
lichen Phasenfaktoren (s = 0,...,n — 1). Der dazu nétige Mischungsvorgang von .4
Paketen soll im Folgenden dargestellt werden:

n=l_g
R 1 [ S R R
pModu1<C7 k) = 7 < Z (T(n)pPaket(c7 n+ k) + T(n - n)pPaket<c7 n—n+ k))

n=1

+ D (C k‘)) (9-15)
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mit den Mischungskoeffizienten r(n) und r(n — n), die sdmtlich positiv und reell sind.
Mit einigen Umformungen erhélt man hieraus:

n—1

) 1 1 «— 1 — o o
R - DN CLLO
'r]:l o=1
n—1 n—1
rin—n) 1+ r(n—mn)w @tk C’g) +1+ Zw”k Cc?
o=1 o=1
11 g )
=N (1—1— ; (T(n)+r(n—n))>1+

N =1+ _Z_ <r(n) +r(n — n)). (9.17)

In der Mischung gibt es 52 freie Parameter r(n) und ebenso viele 7(n — 1), insgesamt
also n — 3 freie Parameter. D.h. es ist moglich, durch geschickte Wahl dieser Para-
meter n — 3 Produktoperatoren aus den Paketen zu eliminieren. Gilinstig wére es, die
Operatoren C, und C’” ! zu behalten, diese sind nimlich bis auf Faktoren adjungiert.
Man kann die Vorfaktoren der Operatoren mit o = 2,...,n — 2 durch die richtige Wahl
der Mischungskoeffizienten zu null machen. Dazu ist folgendes lineare Gleichungssystem

(LGS) zu l6sen:

nlg
<1+ > Wy Z ~y(, — )):o mit e =2,...,n—2. (9.18)
n=1

Dieses LGS hat n — 3 komplexe Gleichungen. Da die Mischungskoeffizienten reell sein
sollen, betrachtet man zunéchst den Imaginérteil der Gleichungen. Es muss gelten:

nelg
3m<z w7 (n Zw“”rn— )>:0

Im(w)(r(n) —r(n—mn))=0. (9.19)
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Die letzte Gleichung ist erfiillt, wenn fiir die Mischungskoeffizienten gilt:

r(n) =r(n—n). (9.20)

Setzt man dies in Gl. (9.18) ein, erhilt man ein neues LGS mit reellen Koeffizienten:

1+2 Z cos —077 r(n) =0. (9.21)

Wieder sind dies n — 3 Gleichungen, da o = 2,...,n — 2 ist, allerdings nur noch fiir “T_S
Mischungskoeffizienten. Bei genauer Betrachtung der Gleichungen erkennt man, dass
immer zwei Gleichungen wegen der Symmetrie des Kosinus identisch sind, nédmlich z.B.
die fiir 0 = 2 und fiir 0 = n—2. Aus diesem LGS konnen also alle Mischungskoeffizienten
berechnet werden.

Ist das LGS gelost, sind alle Koeffizienten der Produktoperatoren in der Mischung

null bis auf die von C’ und C'" I Damit und mit der Relation 9.20 erhélt man:

n 1 -1

N1+ <1+ Z (W"+w™ Nr (n))wké’c

n=1

. 1
pModul(c7 k) = 771_

n-1_1

+ <1+ > <w"+w">r<n>>wk<“>ézl .

n=1

(9.22)

Hier konnen wir die reelle Zahl

n—3
1425 2 cos(Zn)r
N
definieren, die vollig unabhéngig vom Modulindexvektor ¢ ist. = ist hier also eine uni-
verselle Konstante, die nur von Grofle und Art des Systems abhéngt und durch Losen
des LGS berechnet werden kann. Mit dieser Konstante erhalten wir schliellich eine

Gleichung fiir das Modul:

[1]

1 A R
Prioaa(€,F) = —5 (1 +E ( "Co + wk("l)ijl)). (9.24)

Diese Gleichung stimmt noch nicht vollstdndig mit dem oben definierten Modul iiber-
ein. Zunéchst muss hier die Operatorpotenz durch die Relation 9.2 in den adjungierten
Operator iiberfithrt werden. Dann erhélt man den folgenden Zustand:

1 A A
Prioam(C k) = N <1+ ( kC'c+wk("_1)w%"(”_1)ab02>>. (9.25)
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Die hier vor dem adjungierten Operator zusétzlich auftretende Phase ldsst sich umfor-
men:

w%n(n—l) ab _ eiw(n—l)ab — (_1)(n—1)ab’ (926)
d.h. fiir alle ungeraden n, also auch fiir alle Primzahlen, ist die Phase immer eins. Wenn
n gerade ist, kann es Operatoren geben, die an dieser Stelle eine zusétzliche Phase von
—1 erhalten. Allerdings ist hier n € IP gefordert. Tatsache ist, dass mit dieser Methode
die Module erzeugt werden kénnen.

9.4.2 Beliebige Phase

Den bisher gemischten Modulen fehlt bis jetzt noch die beliebige Phase. Deshalb muss
hier eine weitere Verallgemeinerung vorgenommen werden. Mit den bisher hergestellten
Modulen kénnen nur Phasen der Art w® erzeugt werden. Die Eintrige im Korrelations-
tensor konnen jedoch allgemeine komplexe Zahlen sein (wie aus Kapitel 4.5 bekannt).
Deshalb ist es hier nétig, eine weitere Mischung zweier Module vorzunehmen. Die n-ten
Einheitswurzeln stellen in der komplexen Ebene eine iibervollstdndige Basis dar, es ist
also moglich, eine beliebige, komplexe Zahl nach zwei Einheitswurzeln zu zerlegen (siehe
dazu Abbildung 9.1). Die Zerlegung einer komplexen Zahl vom Betrag eins in zwei n-te

TJmA

Abb. 9.1: Zerlegung einer allgemeinen Phase ¢ in zwei 7-te Einheitswurzeln
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Einheitswurzeln hat die Form:
e’ = fj)w" + f(j2)w”. (9.27)

Man wéhlt zwei zur Phase ¢ benachbarte Einheitswurzeln, wobei fiir j; und j, gelten
soll:

21 2
—h << —js. (9.28)
mn n

Die Mischungskoeffizienten f(j1) und f(js) sind wieder positive reelle Zahlen. Nun kann
man die Mischung zweier Module durchfiihren:

IaModul(c7 Qba S) = %{b <f(]1) pAModul(c7 5+ Jl) + f(]Q) ﬁModul(C7 5+ ]2)> (929)
= %@5 niN <(f(j1) + f(jg)) 1+ =f(n) (wsm éc s Og1>

(1]

+ Z f(j2) (w”” Co+w 72 C’Zl>> .
Aus Griinden der Normierung muss hier auch wieder gelten f(j1) + f(j2) = A% Man
kann dann weiter zusammenfassen:

1 1

ﬁModul(c7 (ba 3) = 7¢ n_N (f/’/qﬁi += <f(j1)wj1 + f(]2) ij)wS éc

+ = <f(j1) w4 f(j2) Wj2>ws Og1> - (9.30)

Der Koeffizient vor dem Operator C,, hat nach G1. (9.27) den Wert e, und der Koeffizient
vor dem adjungierten Operator ist gerade das Komplexkonjugierte davon. Damit erhélt
man das Modul, wie es schon in Theorem 10 definiert ist:

1 (- . . . .
ﬁModul(C7 QS, S) = _N <1 + E¢ (el¢wscc + e—1¢w—502)> . (931)
n

Allerdings steht hier eine Konstante =, = %, die zusétzlich noch von der Phase abhén-
gen kann. Macht man eine Mischung von drei Modulen, ist es moglich, eine Mischung
zu finden, bei der die Konstante unabhéngig von der Phase ist und nur noch von Sys-
temparametern abhéngt. Auf diese Weise ist es moglich, Module durch Mischung von
Paketen herzustellen.






10 Mischungsverfahren mit Modulen

10.1 Mischung verallgemeinerter WERNER-Zustande

Mit Hilfe der im letzten Kapitel definierten Module kann man einen beliebigen verallge-
meinerten WERNER-Zustand auch fiir lokale Hilbertraumdimensionen n ¢ P herstellen.
Wieder benotigt man zur Mischung keine Phasen, da die Korrelationstensorelemente des
Katzenzustands nur null oder eins sind (¢ = 0). Man kommt also mit den Modulen

i L
Prsale.0) = o (142 (Cor D) (10.1)
aus. Alle Module ¢, deren C. in der Produktoperatorentwicklung des Katzenzustands
auftauchen, werden gemischt. Wie in Kapitel 8.1.2 berechnet, hat der Korrelationstensor
der Katze N, von null verschiedene Eintrédge. Hier kann im Prinzip wie in Kapitel 8.1
vorgegangen werden, nur, dass man statt der Pakete die Module verwendet:

R 1«
pl\/IiSCh = F Z Z pModul {a' b} 0) ( N 1 = O)
a=0

P a=0 b
1 1 n—1
- EH_ZZM(ZLV_IW =0)
a=0 b

n—1 n—1
+E ( > Co+ Zqﬁ) (£ b =0). (10.2)
b b

Der erste Term kann direkt aufsummiert werden, es ergibt sich gerade Npi. Der zweite
Term stellt die Produktoperatorentwicklung des Katzenzustands dar. Mit den gleichen
Argumenten wie in Kapitel 8.1.3 stellt auch hier der letzte Term die Produktoperator-
entwicklung des Katzenzustands dar. Die Mischung fiihrt auf den Zustand:

n—1
N 1 =
Pruiisch = N (1 + — ZC (5 )) (10.3)

Ny a=0 b
Das entspricht dem verallgemeinerten WERNER-Zustand mit

22 2E (104
€ = N = nN'—-l' .

p

63
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Geht man zusétzlich davon aus, dass man Module mit = = % zur Verfiigung hat, erhélt
man ein € von:

(10.5)

Es ist sofort einsichtig, dass dieses € schlechter ist als alle bisher erhaltenen. Allerdings
ist die Vorgehensweise hier fiir beliebige lokale Hilbertraumdimensionen n erlaubt.

10.2 Mischung beliebiger ,blasser* Zustiande

10.2.1 Zu mischender Zustand

Nun soll auf Basis der Module ein ,blasser* Zustand (siehe Kapitel 5.4) der Form

e = (1= )1 + e 9yl (10.6)

hergestellt werden, wobei |¢)) ein beliebiger, reiner Zustand ist. Ganz allgemein habe
der Zustand |¢) in der Produktbasis die Form:

- 2 = D) (107

Yoo = | D Ir5l> (10.8)
J

Die dazu gehorige Dichtematrix kann dann folgendermaflien geschrieben werden:

= )] = 5= 30 S vatjli) il (10.9)

mit

Zunéchst muss hier die Produktoperatorentwicklung des Zustands |¢)) berechnet werden.
Aus Kapitel 4.4 und 4.5 ist fiir den Korrelationstensor bekannt:

1 . . |
Ufa,b} = W—Z%%;aw“bw b= W Zrm o l(%70iza) (ab ;=0 (10,10)

Das komplexkonjugierte Element soll hier auch kurz angegeben werden, da dieses im
Folgenden bendtigt wird:

1 . )
Ulab} = wz Z¢ Yjmaw W = )2 errj—_aeﬂwr%i)w_abwby (10.11)
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Wie bekannt hat der ,,blasse” Zustand die gleiche Produktoperatorentwicklung wie der
Zustand |¢), mit dem einzigen Unterschied, dass alle Korrelationen mit e skaliert sind.
Die Produktoperatorentwicklung des ,,blassen* Zustands hat also die Form:

) 1 (- .
pblass - ’I’L_N (1 + € Zuc OC)

c#0

1 A 1 (hs—cs a —bi A
n—N(l—l—e Z <¢2 errj;ae(¢ﬂ %iza) (00, '”) C’C) (10.12)

J

c#0

Dieser Zustand soll nun durch eine geschickte Mischung von Modulen hergestellt werden.

10.2.2 Mischung der Module

Die Module kénnen mit jeder beliebigen Phase erzeugt werden. Somit ist es moglich, die
Phasen der Eintrége im Korrelationstensor herzustellen. Die unterschiedlichen Gewichte
der Eintrdge im Korrelationstensor kénnen iiber die positiven reellen Mischungskoeffizi-
enten eingestellt werden. Die Mischungskoeffizienten werden aus diesem Grund gewéhlt
zu (vgl. Gl (10.10)):

1

K(C,j) = 1/}2—7".7‘7’]'_7&

e RY. (10.13)

Der Ubersichtlichkeit halber wird zunéchst eine Vormischung durchgefiihrt. Es soll
nur ein Paar von Eintrdgen im Korrelationstensor erzeugt werden, und zwar das zum
Produktoperator C. und zu C’l Die beiden entsprechenden Eintrdge konnen durch Mi-
schung von Modulen zu gleichem ¢ mit den richtig eingestellten Phasen erzeugt werden.
Diese Prozedur muss fiir alle Eintrége des Korrelationstensors durchgefiihrt werden. Sind
alle Eintragspaare korrekt erzeugt, dann kann der Gesamtzustand durch Mischung der
Vormischungen hergestellt werden. Fiir die Mischungen stehen die oben eingefiihrten
Module

1 (. o , .
Prtoan(C D, 8) = — (1 += (e“b WO +e @y Ci)) (10.14)
n

zur Verfiigung. Zunéchst soll jetzt ¢ ein fester Indexvektor sein. Summiert wird iiber
7, wodurch sémtliche im Korrelationstensorelement auftretenden Phasen durch die ge-
schickte Auswahl der Module

Prtoan(€; 5 — Gj—a, —b - (j — a)) (10.15)

gemischt werden konnen. Die Gewichte der Phasenfaktoren werden mit Hilfe der Mi-
schungskoeffizienten K (¢, j) erzeugt. Auf die Normierung wird hier zunéchst verzichtet,
diese soll erst in der endgiiltigen Mischung vorgenommen werden. Auflerdem wird hier
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von einem allgemeingiiltigen = ausgegangen. Diese Annahme ist durchaus gerechtfertigt,
wenn man = nur klein genug wéhlt.

por(€) =D K(¢,§) pryoan(€. 65 — j—a, —b- (j — a))
J

norm

1 1 (5 o ithimds) —bli—a) A
qupz—rﬂj—_an_fv<1+zel(% Pl Tt
J

norm

1 1 42y 1 ) b -
:nN<Z¢2—rjrj—al+: ¢2_Tjrj;ae(¢3 ¢”—)w (J )Cc
j norm _7

1 Y . N
+E) L rj_ge (@i tize) b ima) Cl)
J

norm

Der Faktor vor dem Einsoperator kommt von der fehlenden Normierung, dazu spéter.
Betrachtet man den Faktor vor dem Produktoperator éc, so stellt man fest, dass es sich
wie erwiinscht um das Korrelationstensorelement u. dieses Produktoperators handelt
(vgl. GL (10.10)). Der Faktor vor dem adjungierten Produktoperator C hingegen ent-
spricht dem komplexkonjugierten Korrelationstensorelement wu}; (siche Gl. (10.11)). Man
kann also abkiirzend schreiben:

R 1 1 - . L
Poor(€) = — (Z 1/}2—73 Tj—al+ZE (ucCc+uCC’l)>. (10.16)
J

norm

Jetzt kann die Mischung aller dieser Vormischungen durchgefiihrt werden, gleichzeitig
soll die korrekte Normierung mit Hilfe der Normierungskonstanten .4~ erfolgen.

. 1 .
Prin = — zc:pvm(C)

c#0

11 1 . . .
:WHW(ZZWTjTul*EZ(“ccﬁuzol)) (10.17)
C;O J ciO

norm

Hier folgt fiir die Normierung

/:wzl YD ririca=Y > Kle ) (10.18)
S I o I

norm

c#0

eine reelle Zahl, die im konkreten Fall direkt berechnet werden kann. Die Summe iiber
alle ¢ und alle 5 entspricht der Anzahl aller zur Mischung verwendeten Module. Die
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reellen Zahlen entsprechen den verwendeten Mischungskoeffizienten oder Gewichten der
Module.
Es bleibt nun die folgende Dichtematrix:

Prtecs, = (1 + = Z <ucéc + u;;(j*;ﬂ>). (10.19)

c;éo
Der zweite Term, d.h. die Summe iiber u.Cl, stellt wie erhofft die Produktoperatorent-
wicklung des Zustands |¢)) dar. Nur noch der dritte Term muss hier genauer betrachtet

werden. Dazu muss zunéchst das Korrelationstensorelement u(_q4 gy berechnet werden,
um eine Relation zwischen diesem und dem komplexkonjugierten Element . zu erhalten:

UW-a-b} = Spur{édi _py P}

ab A ~
= w*’Spur{Ciap p

= ZU{:’W C{ab}¢2 Zzwz J|k¢

norm

- wz_wabZZZmWMC{a,b}li><jlk>
= W “”ZZZW/’ WP (keli + a) (j]k)

B w—z w“bZZwiw;w“é@ : (10.20)
norm z' j

Die ¢-Funktion kann umgeformt werden zu d0;i1a = 0j-ai (siche [22]), womit sich aus
obiger Gleichung ergibt:

o) = gt DD s

1
- wz ‘”’Z% a9

= @DQ Z¢j__a¢;wbj : (10.21)
o

Vergleicht man diesen Ausdruck mit Gl. (10.11), so findet man die Relation:
U{—a,—b} = W* U g p)- (10.22)

Mit Hilfe dieser Relation ist es nun méglich, die gemischte Dichtematrix (Gl. (10.19))
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umzuformen:
) 1 (. = i
PMisch — _N 1+ 7 Z + UCCC
07%0
_ 1 i = O+ oab abp
N 7 Z U{—a,—b}W {=a,—b}
c#O

o

1 (-
:n_N1+

Da nun die Summe iiber alle erlaubten ¢ lduft, konnen beim letzten Term die Minus-
zeichen in den Indizes ohne Beschrinkung der Allgemeinheit weggelassen werden. Jeder
Operator ist mit dem richtigen Korrelationstensorelement versehen und kommt in der
Summe einmal vor, die Reihenfolge ist unerheblich. Also stellen beide Terme die Pro-
duktoperatorentwicklung des Zustands p dar, und man kann zusammenfassen:

i 1 (. 22 i
Prasen = — (1 +— D ucCc> . (10.24)

(ucéc + U{a,b}é{a,b})> . (10.23)

c#0

Durch den Vergleich dieser Dichtematrix mit dem Zustand p,,... erhélt man:

2=

€=— (10.25)
Uber die Optimalitit, d.h. ob ein Zustand direkt an der Separabilitétsgrenze erzeugt
wird, kann hier keine Aussage getroffen werden, da es kein scharfes Separabilitéatskrite-
rium fiir diese Zustandsklasse gibt. Ist [¢)) kein verschriankter Zustand, beispielsweise
ein Produktzustand, dann gibt es iiberhaupt keine Separabilitatsgrenze fiir den Zustand
Poiass(€). Der Zustand ist unabhéngig von e immer separabel. Im Fall, dass [¢) ver-
schrankt ist, ist anzunehmen, dass € suboptimal sein wird, da die Mischung von WER-
NER-Zusténden mit Hilfe der Module (siche Kapitel 10.1) auch zu einem suboptimalen
Mischungsparameter gefithrt hat.

Der gemischte Zustand ist in jedem Fall separabel, da er durch Mischung separabler
Module entstanden ist. Aus diesem Grund ist das Mischungsverfahren ein hinreichendes
Separabilitdatskriterium.

Was noch erwihnt werden soll ist die Tatsache, dass man durch eine spezielle Produk-
toperatorauswahl die Mischung um einen Faktor zwei verbessern kann. Dazu miissen die
Produktoperatoren in zwei Gruppen, die Operatoren und ihre adjungierten Operatoren,
aufgeteilt werden. Auflerdem sei erwdhnt, dass im konkreten Fall die Korrelationsten-
sorelemente komplexe Zahlen darstellen, und dass daraus Mischungskoeffizienten und
Phasen direkt extrahiert werden kénnen, d.h. auch die Vormischung wird iiberfliissig
und pro Korrelationstensorelement wird nur ein Modul und ein Mischungskoeffizient
benotigt. Ein Beispiel fiir die Mischung mit Modulen findet man im Anhang E.



11 Mischungsaufwand

Da wir es bei den bisher vorgestellten Mischungsvorschriften mit einer klassischen Si-
mulation spezieller quantenmechanischer Zustdnde zu tun hatten, stellt sich die Frage,
mit welchem Aufwand eine solche Simulation verbunden ist. Deshalb soll nun eine Auf-
wandsabschéitzung durchgefiihrt werden.

11.1 Aufwandsdefinition

Die quantenmechanische Herstellung der verallgemeinerten WERNER-Zustédnde ist im
Prinzip nicht sehr aufwendig. Ohne im Detail auf die quantenmechanische Zustands-
praparation einzugehen, soll doch kurz die quantenmechanische Herstellung eines ver-
allgemeinerten WERNER-Zustands betrachtet werden, um den Aufwandsunterschied im
Vergleich zur klassischen Simulation klar zu machen. Quantenmechanisch kann der Zu-
stand Pyeer durch direkte Mischung eines total gemischten Zustands und eines verallge-
meinerten Katzenzustands mittels des Mischungsparameters € hergestellt werden. Den
verallgemeinerten Katzenzustand kann man quantenmechanisch mit Hilfe einer geeigne-
ten unitdren Transformation praparieren. Dazu ist es notig, einen Zustand, am besten
den Grundzustand des Systems, zu verwenden und auf diesen die entsprechende Trans-
formation anzuwenden. Im Fall von n = 2 sind diese unitédren Transformationen durch
CNOT-Operationen (siche dazu [22]) darstellbar.

Im Falle der klassischen Mischung mit Hilfe von Produktzusténden ist die Herstel-
lung, wie in dieser Arbeit vorgestellt, weit schwieriger. Es muss eine grofie Zahl an
Produktzustdnden erzeugt werden und deren Mischung mit den korrekten Gewichten
erfolgen.

Um den Aufwand der unterschiedlichen Mischungsvorschriften messen zu koénnen,
braucht man zunéchst eine sinnvolle Definition, wozu sich die folgende anbieten wiirde:

Definition 11: Préparations-Aufwand

Der Aufwand sei definiert als Anzahl der zur Mischung verwendeten Pro-
duktzustéande:

A(n, N) := Anzahl zu mischender Produktzustinde.

Im Allgemeinen wird der Aufwand eine Funktion der Zahl der Subsysteme N und der
Niveauzahl je Subsystem n sein.
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11.2 Mischungsaufwand fiir verallgemeinerte
WERNER-Zustande

Jetzt soll das in Kapitel 8.1 vorgestellte Verfahren zur Mischung verallgemeinerter WER-
NER-Zustédnde untersucht werden, um den Aufwand der Mischung, also die Zahl der
benotigten Produktzustdnde, abzuschétzen. Deshalb ist es zunéchst notig zu wissen,
aus wie vielen Produktzustidnden ein Paket aufgebaut ist (siche dazu Kapitel 7.1). In
Definition 9 wurden N, Produktzustdnde verwendet, um ein Paket zu mischen. Die Zahl
der Zustdnde N, entspricht dem Entartungsgrad der Eigenwerte des Produktoperators
und ist damit N, = n™ =1 (siehe Gl. (4.16)).

Fiir die Mischung der verallgemeinerten WERNER-Zusténde im nichtoptimalen Fall
benétigt man N, Pakete. Aus Kapitel 8.1.2 erhélt man fiir die Paketanzahl N, = n™¥ —1.
Damit ist die Zahl der Produktzustéinde, also der Aufwand im nichtoptimalen Fall, das
Produkt der Paketanzahl N, und der Anzahl der Zustidnde N, je Paket:

A icniopt (N, N) = NN, = nN_l(nN —-1) = n2N-1 _ pN-1 (11.1)

Im optimalen Fall hingegen werden weniger Pakete verwendet, ndmlich nur alle Pa-
kete, die zu a = 1 gehéren. In Kapitel 8.2.1 ergibt sich deren Anzahl zu Npy(e—1) = n” !
(siehe Gl. (8.17)). Zusétzlich ist noch eine spezielle Mischung von n Produktzustanden
notig. Damit kann wieder die Gesamtzahl an gemischten Produktzustédnden, also der
Aufwand, angegeben werden:

A, N) = N,Npuer) + n=n*""?4n. (11.2)

Aufwand n

10°
108
107 *
106
10°
104
103

102 ¥ * Aopt(”; N)

10t

I
w

oIS
o
o A

ks Anichtopt (n’ N)

Abb. 11.1: Mischungsaufwand fiir die Mischung eines verallgemeinerten WERNER-Zustands (logarith-
misch aufgetragen). Die mit [0 gekennzeichneten Punkte gehéren zur Funktion A, ciops (7, V), die mit
O gekennzeichneten zu A,y (n, N).

In Abbildung 11.1 sind die beiden Aufwandsfunktionen logarithmisch iiber der Zahl
der Subsysteme fiir n = 3 aufgetragen. Zunéchst sieht man, dass beide Aufwandsfunk-
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tionen exponentiell mit der Zahl der Subsysteme anwachsen, fiir grole N ungefahr mit
dem gleichen Exponenten:

Anichtopt(”? N) ~ n2N7 AOP‘D(”? N) ~ nZN (113)

Wie nun der Aufwand der suboptimalen im Vergleich zur optimalen Mischung ist, kann
abgeschétzt werden. Man geht zunéchst von folgendem Zusammenhang aus:

Aopt(”? N) - g Anichtopt(”) N) (114)
Aus dieser Gleichung kann ¢ bestimmt werden, man erhélt:

n72N+2 + nfl
N

= 11.5
J 1—n~ ( )
Interessant ist der Limes von g fiir grofle N, der leicht berechenbar ist, da der Zéhler

gegen n~! und der Nenner gegen 1 gehen. Damit erhilt man:

1

Joo = lim g =—. (11.6)
Das bedeutet, der Aufwand fiir die optimale Mischung ist um einen Faktor n geringer
als der fiir die suboptimale Mischung. Dies ist auch unmittelbar einsichtig, da jedes
Paket so geschickt gewihlt wurde, dass es nicht nur einen Eintrag richtig erzeugt hat,
sondern n richtige Eintrage, wenn man den Eintrag fiir den Einsoperator auch mitzihlt,
d.h. man musste auch weniger Produktzustédnde zur Mischung verwenden. Also gilt hier
ungefahr:

AOpt(“? N) ~ Anichtopt<n7 N) (117)

S|

Trotzdem ist der praktische Aufwand im Fall der optimalen Mischung eigentlich ho-
her, da eine Paketauswahl getroffen werden muss und zusétzlich ein spezieller Zustand
benétigt wird.

11.3 Mischungsaufwand fiir ,blasse” Zustdnde

Jetzt soll die Mischungsvorschrift zur Mischung , blasser” Zusténde (siche Kapitel 10)
hinsichtlich des Aufwands untersucht werden. Um wieder mit der Definition 11 arbeiten
zu konnen, muss man wissen, wie viele Produktzustédnde noétig sind, um ein Modul zu
mischen. Hier soll eine grobe Abschitzung ausreichen. Aus Kapitel 9.4 wissen wir, dass
jedes Modul aus n — 2 Paketen gemischt wird. Zur Mischung eines Moduls benotigt
man also (n — 2)N, Produktzustinde. Der Korrelationstensor hat n?" Eintrige (siehe
Kapitel 4.4). Mit einem Modul lassen sich je zwei Eintrége korrekt einstellen, d.h. wir
benétigen zur Mischung @ Module. Der Aufwand ist dann

nQN
AModule(nv N) ~ (n - 2) N, bl = (TL — 2) 3L (11,8)

1
2
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Damit wéchst der Aufwand hier grob wie
AModulc<n7 N) ~ n3N7 (119)

also stirker als bei den Mischungsvorschriften mit Paketen. In Abbildung 11.2 ist der
hier berechnete Aufwand gegen den der suboptimalen Mischung aus dem vorigen Kapitel
aufgetragen. Man sieht ein deutlich stirkeres Anwachsen des Aufwands A,...(n, V).

Aufwand n

I
w

1013
1012
1011
1010
109 *
%8? w Anichtopt (n7 N)
b
108 &
10°
107 sk A
103 * blass (n7 N)
10?
10

Abb. 11.2: Mischungsaufwand fiir die Mischung eines ,blassen* Zustands (0) (logarithmisch aufge-
tragen). Zum Vergleich der Aufwand fiir suboptimale Mischung verallgemeinerter WERNER-Zusténde

(0).
Es kann wieder versucht werden, die Beziehung zwischen den Aufwandsfunktionen
Avtoaue(, N) und A, inop: (7, N) herzuleiten.
AMOdulC(’”’? N) = gl Anichtopt (n7 N) (1110)

Da jedoch der Aufwand bei der Mischung mit Modulen stérker wéchst als der bei Mi-
schung der Pakete, divergiert der Faktor ¢'.



12 Zusammenfassung und Ausblick

Gegenstand der vorliegenden Arbeit war die ,klassische Simulierbarkeit” quantenme-
chanischer Korrelationseigenschaften ausgewéhlter Zustandsklassen. Dabei ist es gelun-
gen, Verfahren zu entwickeln, mit denen es moglich ist kompliziertere quantenmecha-
nische Korrelationseigenschaften in abgeschwéchter Form modular aus grundlegenden,
»klassischen“ Korrelationen aufzubauen. Aufgrund dessen ist es moglich, Verschran-
kungseigenschaften bestimmter Zustandsklassen , klassisch® zu simulieren, ohne ,echte*
Verschréankung zur Verfiigung zu haben. Die Separabilitdtsgrenze scheint dadurch an
physikalischer Bedeutung zu verlieren, da allein die Stédrke der Korrelationen dariiber
entscheidet, ob ein Zustand verschrankt oder separabel ist. Man kann Korrelationen
an sich also nicht einfach in , quantenmechanische” und , klassische® aufteilen. In die-
sem Zusammenhang ist die Rolle von Verschrinkung mit den, schon in der Einleitung
angesprochenen, Paradebeispielen der modernen Quantentheorie, , Teleportation® [1],
»=Quantenkryptographie“ [2,3] und ,Quantencomputer” [1,5] in Zukunft noch genauer zu
untersuchen.

Das hier vorgestellte Verfahren, basierend auf grundlegenden, separablen Quanten-
zusténden, den Modulen, macht es moglich jeden Zustand aus der Klasse der ,blassen®
Zustinde durch Mischung herzustellen, bzw. die Korrelationseigenschaften der Zustén-
de ,klassisch® zu simulieren. Die so erzeugten ,blassen* Zusténde sind auf jeden Fall
separabel, da sie durch eine inkohérente Mischung separabler Zustdnde erzeugt werden.
Das hat zur Folge, dass das Mischungsverfahren selbst ein hinreichendes Separabilitits-
kritertum ist. Die verwendeten Module haben des Weiteren die besondere Eigenschaft,
dass sie jeweils die minimale Anzahl an Korrelationen enthalten, d.h. die Produktopera-
torentwicklung der Module besteht aus nur zwei Produktoperatoren (es sind also genau
zwei Korrelationstensorelemente von null verschieden; wegen der Hermitizitét konnen es
nicht weniger als zwei sein). Diese Minimaleigenschaft macht dem Verfahren erst die
gesamte Zustandsklasse der ,,blassen Zusténde zugénglich.

Das Mischungsverfahren wird im Allgemeinen nicht optimal arbeiten, d.h. es wer-
den Zustédnde unterhalb der Separabilitdtsgrenze erzeugt. So erhédlt man mit Hilfe der
Module, bei Mischung eines WERNER-Zustands, in der Tat nur unterhalb der Separabili-
tatsgrenze liegende Zusténde. Diese Aussage ist moglich, da fiir die WERNER-Zusténde
das PERES-Kriterium hinreichendes und notwendiges Separabilitéitskriterium ist, und
die Mischung zu einem Zustand unterhalb der PERES-Grenze fiihrt. Das schliefit aber
nicht aus, dass es Zustédnde gibt, fiir die das Verfahren optimal arbeitet. Eine solche
Klasse ist jedoch bis jetzt nicht bekannt.

Um ein Gefiihl fiir die Giite der Mischung zu erhalten, ist es moglich, den durch
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Mischung erzeugten Koeffizienten ¢ mit dem aus dem PERES-Kriterium berechneten
zu vergleichen. Das normalerweise nur notwendige PERES-Kriterium koénnte eventuell
neben dem WERNER-Zustand auch noch fiir weitere Zustandsklassen zusétzlich hinrei-
chend sein. Ist das nicht der Fall, so wire zumindest eine Abschétzung der Entfernung
von der PERES-Grenze moglich. Wegen der komplizierten Struktur des Zustandsraums
wird diese Untersuchung nur numerisch méoglich sein.

Des Weiteren ist es in dieser Arbeit gelungen, eine spezielle Mischungsvorschrift
fiir eine spezielle Unterklasse der ,blassen* Zustédnde, die verallgemeinerten WERNER-
Zustinde, anzugeben. Mit diesem Verfahren ist es moglich, WERNER-Zustéande direkt
an der Separabilitdtsgrenze herzustellen. Dazu konnen allerdings nicht die Module ver-
wendet werden, sondern man muss speziell an diese Zustandsklasse angepasste sepa-
rable Quantenzusténde, die Pakete, zur Mischung verwenden. Jedes Paket ist in der
Lage, gleichzeitig n — 1 von null verschiedene Eintrége im Korrelationstensor des WER-
NER-Zustands richtig einzustellen. Damit sind die Pakete speziell fiir die Mischung von
WERNER-Zustéinden geeignet, aber zur Mischung anderer Zustdnde unbrauchbar. Die
Optimalitéit dieses Verfahrens ist bewiesen, da die Mischung zu einem Zustand fiihrt,
der an der PERES-Grenze liegt. Hieraus folgt, dass fiir WERNER-Zusténde das PERES-
Kriterium sowohl notwendiges als auch hinreichendes Separabilitatskriterium ist.

Die fiir das spezielle Mischungsverfahren getroffenen Aussagen beziehen sich zunéchst
nur auf Systeme, bei denen die lokale Hilbertraumdimension n prim ist (das gilt im Ub-
rigen nicht fiir die Mischungsvorschrift mit Modulen). In Zukunft wére interessant, ob
auch fiir alle anderen Systeme, also Systeme deren lokale Hilbertraumdimension nicht
prim ist, eine solche optimale Mischungsvorschrift fiir WERNER-Zusténde existiert. Ei-
ne weitere Fragestellung konnte sein, ob es fiir andere Zustandsklassen (Unterklassen
der ,blassen“ Zustinde) auer den WERNER-Zustédnden auch optimal angepasste, sepa-
rable Pakete gibt, um eine Mischung direkt an der Separabilitdtsgrenze zu erreichen.
Auch die Frage, wie weit die mittels der Module gemischten , blassen“ Zustédnde von der
Separabilitédtsgrenze entfernt sind, bleibt offen.

Insgesamt sind alle hier vorgestellten , klassischen* Mischungsvorschriften mit einem
exponentiellen Aufwand verbunden, d.h. die klassische Simulation quantenmechanischer
Vorgénge ist, wie erwartet, fiir grofle Systeme exponentiell schwierig. Die Frage, ob
iiberhaupt sémtliche quantenmechanischen Vorgénge, wenn auch mit hohem Aufwand,
klassisch simulierbar sind, ist damit aber noch nicht gekléart.

Das in dieser Arbeit verwendete Verfahren der Produktoperatorentwicklung ist auf
jeden Fall ein sehr méachtiges Werkzeug zur Untersuchung quantenmechanischer Korrela-
tionen. SchlieBlich bleibt offen, ob die hier entwickelten Verfahren und Techniken auf den
gesamten quantenmechanischen Zustandsraum ausdehnbar sind und es mit deren Hilfe
moglich ist, noch nicht geklarte Fragen im Bezug auf den Zustandsraum zu beantworten.



75

Zum Schluss sollen nochmals die in dieser Arbeit entwickelten Zustdnde und Mi-
schungsverfahren im Uberblick zusammengefasst werden:

Mischung ,,blasser* Zustande:

ﬁblass — nLN (1 - €>i + 6pArein

1. Ressourcen: Module
ﬁl\lodul(c7 ¢) = nLN (i + E (el¢é’c + e_z¢él)>
2. Modulauswahl: e (p,..) = Spur{C} j....}

e Phase: ¢ = Arg{uc(prem)}

e Mischungskoeffizienten:

K(c) = [te(prer)]

3. Mischung:

Prtisen = %ZK<C> ﬁhiodul(cv (bc)

4. Ergebnis:

<

€ =

. ~ _ A . _ 1
Fur prein - pKatze' € = nN—l

Mischung WERNER-Zustdnde:

pAVVERNER — nLN (1 - 6)1 + € léKatze

1. Ressourcen: Pakete

pAPaket(c7 S) = nLN (i + ZZ;} wso— C’g)

2. Paketauswahl: uc(pxa.) = Spur{él Pkatze |

e Phasen: s, =0

e Mischungskoeffizienten:

K(c)=1

fﬁra:{(l,...,a}, 25:1[7#:0;

sonst K(c) =0
3. Mischung:

Prtisen = NLPZ%: Ppae: (€5 0) 5(22]:1 by

4. Ergebnis:

1
nN=141

Mit speziellen Tricks: € =

0)
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A Beispiele fiir unitdre Operatoren:

A Beispiele fiir unitdre Operatoren:

| entnommen.

Die folgenden Beispiele fiir unitdre Operatoren sind aus |

Unitére Operatoren fiir n = 2:

Unitére Operatoren fiir n = 3:
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B Eigensystem unitdrer Operatoren

B.1 Eigensystem von allen Operatoren mit a = 0

Die Eigenwerte fiir alle unitdren Operatoren mit a = 0 sind einfach zu berechnen, da die
Operatoren schon Diagonalform haben. Aus

n—1
Unplm) = w™ |p) (plm)
p=0 6p,m

= W' m) (B.1)

kann man direkt die Eigenwerte und Eigenzustidnde ablesen

)\m — wbm

M) = m). (B.2)

B.2 Eigensystem von allen Operatoren mit a # 0

Fiir diesen Fall ist die Herleitung einer geschlossenen Form fiir Eigenwerte und Eigen-

zustdnde nicht ganz so einfach und folgt der aus [22]. Ausgangspunkt ist die Eigenwert-
gleichung
Ut Am) = Al Am)- (B.3)

Hier wird fiir den Eigenzustand eine Entwicklung in die Basis-Zusténde |I) des Hilbert-
raums mit n Dimensionen angenommen:

n—1

M) = 3 ci(m) ), (B.4)

=0

mit ¢;(m) als Entwicklungskoeffizient. Setzt man diesen Ansatz in B.3 ein, erhédlt man
nach einiger Rechnung eine Rekursionsformel fiir die Koeffizienten
W
Cpra(m) = )\—cp(m). (B.5)
m
Einer der Koeffizienten c,(m) ist unabhéngig wahlbar, da Eigenzustidnde nur bis auf eine
Normierung bestimmt sind. Man wahlt ¢;(m) = 1. Setzt man dies in die Rekursion ein
und macht s Rekursionschritte, erhélt man:

1 s(s—1)
Clysa = IO W W (B.6)
m

Im Folgenden muss zwischen weiteren zwei Féllen unterschieden werden. Ist n € P, wird
die Rekursion erst nach n Schritten wieder den gleichen Koeffizienten erzeugen. Es gilt
die Ringbedingung

Cm = (. (B7)
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Ist jedoch n ¢ P, so kann es bei einigen Operatoren, d.h. bei bestimmten Indexpaaren
{a, b}, schon bei weniger als n Rekursionsschritten zur Erzeugung gleicher Koeffizienten
kommen.

Zunéchst jedoch der gutmiitige erste Fall: Setzt man B.6 in B.7 ein und beriicksich-
tigt desweiteren, dass ¢;(m) = 1 gewéhlt wurde, erhélt man eine Gleichung, die nach
(Am)™ auflosbar ist. Zieht man die n-te Wurzel, erhélt man die Eigenwerte der unitéren
Operatoren:

Am = Wz +m, (B.8)

Es geniigt hier [ = 0 zu betrachten, da die anderen moglichen [ zu keinen neuen Eigen-
werten fithren. m nummeriert hier immer den Eigenzustand.

Im zweiten Fall, d.h. n ¢ P, gibt es Operatoren mit Entartungen im Spektrum. Gilt
fiir n Definition 4, treten Entartungen im Spektrum bei allen Operatoren auf, deren
Indizes Vielfache eines Primfaktors py von n sind, d.h.

a = TyPr, b = xypx, Zq, Ty € N. (B.9)

Fiir alle anderen Operatoren dndert sich nichts an der obigen Rechnung. Diese speziellen
Operatoren haben eine andere Ringbedingung, da nicht erst nach der n-ten Iteration
der gleiche Koeffizient auftritt, sondern schon nach der s = *ten Iteration. Wie oben
konnen damit die Eigenwerte dieser Operatoren bestimmt werden:

A = Wl a0+ (B.10)

NTq

verschiedene

Hier kann nicht nur [ = 0 betrachtet werden. Zu jedem [ gehdren
m. Damit alle Eigenwerte erreicht werden, muss gelten [ = 0. .. o= — 1, wobei - den
Entartungsgrad der Eigenzusténde darstellt.

Auch die Eigenzustinde konnen nun angegeben werden. Zunéchst wieder der gut-
miitige Fall ohne Entartung. Man setzt den fiir die Eigenwerte gefundenen Ausdruck
B.8 in die Rekursionsformel B.5 ein. Der s-te Koeffizient lautet dann

Csa(m) = w2 sl =ms (B.11)

Setzt man die so gewonnenen Koeffizienten in Gleichung B.4 ein, erh&lt man nach kor-
rekter Normierung den Eigenzustand

n—1

1t
) = = Y wslemmmms|g), (B.12)

s=0
Bei allen unitdren Operatoren, die ein entartetes Spektrum aufweisen, geht man
genauso vor, nur dass hier die Eigenwerte B.10 verwendet werden. Als Eigenzustand
nach entsprechender Normierung erhélt man hier

a1
nT,
) = = ZO Clisa(m) |l + sa), (B.13)

mit dem Koeffizienten

ab 2 __ams

Crysa(m) = (—1)7e T 5, (B.14)
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Anhang

C Mischungen mit Paketen

C.1 Verallgemeinerter WERNER-Zustand (n prim)

System: N =2 Knoten mit n = 3 Niveaus

1. Katzenzustand:

|Katze) =

1

V3

2. Dichtematrix des Katzenzustands:

(10,0) +[1,1) +12,2))

1
Pravse = 510,010, 0 + 10, 0)(1, 1] +10,0)(2, 2] + [1,1){0, 0] + 1, 1)(1, 1
11 1)(2, 2] +12,2)(0, 0] + [2, 2)(1, 1] + 12, 2)(2, 2)

(0,0]

1

I

I
R aR=R=E=)
N = O N = O N~ O

~ S~ S S S S S S~ ~—
_ o oo~k O oo

3. Korrelationstensor:
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4. Produktoperatorentwicklung des Katzenzustands: Aus dem Korrelations-
tensor folgt die Entwicklung:

—_

PKatze = —(A + CAY{1,2} + é{z,l} + CA'{3,3} + 0{4,5} + 6{5,4} + 0{6,6} + CAY{7,8} + CAY{&?})

Ne}
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5. Verallgemeinerter WERNER-Zustand:

C Mischungen mit Paketen
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die Produktoperatoren mit {cy,co} indiziert. Jetzt muss man die extrahieren, die

© +
= — <
X — | e

& — o
.c_u Il I

—

Py = < )
w = — -
_ o e )

= S ac) wd
I > : g
, — & g
g | < S
g 3
AW =

N

6. Benotigte Zustinde: Nur Pakete, die zu a = 1 gehoren (Achtung, bisher wurden

{15)

~

C

1

2

g
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Mischung dieser Pakete:

1

Pa=t = 3 (Prue ({33}, 0) + fpses ({45}, 0) + Pp (15,4}, 0))

Spezielle Mischung;:

1 000O0O0O0O0ODO
0000O0OO0OO0OTO0DQ
000O0O0OO0OO0OGO0OQ O
1. . R 1 000O0O0OO0OO0OTO0ODQ O
Pspez. = 5(1 +Chgy+Crny) = 3 00001O0O0O0O0
000O0O0O0O0OO0OTO0DQ O
000O0O0OO0OO0OTO0ODP
000O0O0O0OO0OTO0OO@ O
00 00O0O0OO0T 071
7. Mischung eines optimalen WERNER-Zustands:
Gewichtete Mischung (Np(e=1) = 3):
é 0 0 O % 0 0 O %
0 % o 0 0 0 0 0 O
0 0 % 0O 0 0 0 0 O
T ) 0 00 L 000 00
P = Z<3pa:1 + pspez,) = D) 0 0 0 3 0 0 0 D
00 0 0 0 5 0 0 0
0 0 0 0 0 O % 0 O
0O 0 0 0 0 0 O 1—12 0
5 0 0 0 &% 0 0 0 ¢

8. Berechnung e: Aus dem Vergleich mit 5. folgt:
1 1 1

€= - €Peres — v 7 1 —
4 P nV-141 4

In diesem Fall wére auch die Mischung aller Pakete optimal gewesen, was fiir groflere
Systeme nicht mehr gilt. Hétte man die Berechnung auf Basis der Eigenzusténde uni-
tarer Operatoren durchgefiihrt ohne die Theorie der Produktoperatorentwicklung, dann
hétte man fiir die Mischung schon 24 Zusténde berechnen miissen. Der Aufwand wire
ungemein héher gewesen.

C.2 Verallgemeinerter WERNER-Zustand (7 nichtprim)

System: N =2 Knoten mit n = 4 Niveaus

1. Katzenzustand:

1
|Katze) - §(|070> + |1a 1> + |27 2) + |373>)
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2. Produktoperatorentwicklung des Katzenzustands: ¢ = {ci, c2}
R 1
T <1+C13+022+031 +C44+C57+C66+C75+088
+CA'9,11 + 010,10 + 6'11,9 + 012,12 + 613,15 + 014,14 + 6'15,13)

3. Pakete: Nun sollen alle Pakete erzeugt werden fiir die gilt: a; = 1 und a; = 1.

Prae ({44}, 0) (1 +ZCZ4) = (1+C44 + Css + Cha 12)

A 1 /- N N O .

Ppaes (1557}, 0) = 16 (1 + ; 05,7) =16 (1 + Cs7 + Cro0 + 015,13)
1 > 1

Ppaee({7,5},0) = 6 (1 + ; 65,5) -1 (1 + C75 + Cro10 + 013,15)
1 > 1

Prares (16,6}, 0) = T (1 + ; Cge) =1 ( Ce + Css + Cua 14)

Mischung dieser Pakete:

~

11
Pa=1 = 416(41+C44+057+066+C75+2088

+2 CA’10,10 + CAY12,12 + CA’13,15 + CA114,14 + CAY15,13)

Man erkennt sofort das Problem: Neben den, wie erwartet, fehlenden Operatoren
zu a = 0 sind zwei Operatoren, ndmlich Cg 8 010 10, doppelt vorhanden und zwei
fehlen ganz Cg 11, 011 9-

4. Korrekturpakete:

1 1
Prae({9,11},0) _1_6( + ZCSH) :E( + Coa1 + Cop + Ci 9)

~ A 1 /- R
1 2000 —— (1=
(e 3pmen) =55 (i)
1 ! 1
ﬁPaket({]-O?]-O}? 2):1_6 (1 + ; w200€0,10> :E (1 - ClO,lO)

Selbst das erste Korrekturpaket enthélt noch einen Fehlterm, den Operator 6‘272,
um diesen zu entfernen, benotigt man noch ein weiteres Paket.

1
P L (s o Ao e A
pPaket({2’2}7 2) = 1_6 (1 + sz 02,2) = E (1 - 0272)
o=1

ﬁPaket({8’8}72> =

i
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5. Spezielle Pakete: Bis jetzt fehlen noch alle Produktoperatoren mit @ = 0
1 ’ 1
Ppaer (11,3}, 0) = 6 (1 + ; 05,3) =16 (1 +Cis+ Cop+ 03,1)

6. Mischung aller Pakete:

1

a (ﬁpaket({474}’ O) _I_ ﬁPaket({577}7 0) + ﬁPaket({775}7 0) + p/\Paket({676}7 0)

p = 9

+ ﬁPaket({gJ‘l}’ O) + ﬁPaket({878}’ 2) + ﬁPaket({10710}7 2)

o (1221,2) + ﬁpaket<{1,3},o>)
11
916

(9 1+ 04,4 + és,s + 6'12,12 + 05,7 + 6'10,10 + 6'15,13
+ 07,5 + CA'10,10 + CA'13,15 + 06,6 + 08,8 + (514,14

+ CA’9,11 + 62,2 + 011,9 — CA's,s - CA'10,10 — éz,2 + él,?, + 02,2 + 6'3,1)

O . ) o
~ 16 (1 + 9 (04,4 +Css+Ci212+ Cs 7+ Cro10 + Cisas + Cr5 + Cis s

+ éﬁ,G + 014,14 + 09,11 + 011,9 + CA'1,3 + 0272 + CA’3,1)>

7. Ergebnis: Die Mischung ist nun erfolgreich durchgefiihrt, alle Produktoperatoren
sind vorhanden. Das Ergebnis ist ein WERNER-Zustand mit

1 1
€opt =~ = =.

€ = opt nN—1_|_1:5

1
9
D.h. man ist weit unterhalb der in [0, 25] angegebenen Separabilitétsgrenze fiir
WERNER-Zustande.
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D Beispiel zur Mischung eines Moduls

System: N =2 Knoten mit n =5 Niveaus

1. Zu mischendes Modul: (Hier gilt Ci = 7!, da n ungerade ist.)
A Lfs = A 4 Ad
Prioau (€ 1) = 55 1+ 2| wCe+w* C,
2. Pakete:
1 4
/A)Paket(c7 S) = 2_5 (1 + UZZ;WSU Cg)
3. Mischung der ausgewihlten Pakete:

. 1 . .
pModul(c7 /{:1) = 7 (Z <r(77)ppaket<cv n -+ k) + 7“(5 - n)pPaket(c7 5— n+ k))

n=1
+ IéPaket(c7 k))

1
=7 (T“) Bra(€2) + 1(8) i (€,520) + e 1>>

:%%( <1+r(1)+r(4))1

+ <w1 +r(1)w?+7r4) |Cot (J +r(1)w* + 7“(4))

# (0 +r0t  r@)) ( 4 ) 4 1) )

4. LGS: Die reellen Koeffizienten sollen so gewihlt werden, dafi die Operatoren (53
und C? verschwinden. Daraus ergibt sich das folgende LGS:

<w2 +r(1)w* + 7“(4)) =0
<w3 +r(1) Wb + 7’(4)) =0
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mit den Loésungen:

) =-——t = Lso,

Ww(l4+w) 2

Die Normierung hat dann den Wert:

3 4
N =1tr(l) ()= YA

w

5. Gemischtes Modul: Wihlt man nun in der Mischung der Pakete die Koeffizien-

ten so, wie durch das LGS berechnet, erhélt man die Dichtematrix:
~ w2 A w5 ~
N4 ———Cet ————C2
5( +1—|—w+w2 +1—|—w+w2 c>

2
o w ~ ~
— 1 . 4 ~4
25 ( +/(1+w+w2) (wC’ v CC))

>

ﬁModul(Cv k) - W
1

mit
1
_2\/5

Das so gemischte Modul entspricht dem oben gewiinschten.

[1]

(V5—1) <

N —
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E Mischungen eines WERNER-Zustands mit Modulen
System: N =2 Knoten mit n = 3 Niveaus

1. Korrelationstensor des Katzenzustands:

o
]
=]
o
o
o

U/{Cl ,CQ} (ﬁKatze) =

S OO OO OO o
_ o OO OO oo oo
SO = O OO o o oo

S OO O oo+ Oo
S OO OO oo
[evlienilen el =)
OO O OO oo
DO o+ OO o
SO OO oo o

2. Modulauswahl: Da alle Eintrdge im Korrelationstensor eins sind, bend6tigt man
nur Module mit der Phase ¢ = 0. Zu allen im Korrelationstensor auftretenden von
null verschiedenen Elementen wird ein Modul benotigt:

ﬁk10(1111<{1’2}7 0)7 p\l\/lodul({27]‘}7 0)7 ﬁNIOd\ll({3’3}7 0)7 pAl\/[odul({475}7 0)
ﬁModul({574}7 0)7 ﬁModul({676}7 0)’ ﬁlvlodul({778}7 0)7 ﬁhlodul({877}7 0)

Alle Mischungskoeffizienten dieser Module sind eins.

3. Mischung aller Module:

1

ﬁl\ﬁSCh - g(ﬁlvlode({l?Q}’ 0) —"_ ﬁl\/lodul({271}7 0) —"_ ﬁl\dodul({373}7 0) —"_ ﬁNIodul<{475}7 0)

+ﬁModul({574}7 0) + ﬁNIodul<{676}7 0) + ﬁl\/{odul({778}7 0) + ﬁl\ﬁodul({877}7 0))

Pro o oo © o«
coco oo oo od~wo
co oo o oo o
oo oo oo oo
E-o o oo o o=
o oo~ oo oo
o odQ~Noc oc oo oo
OoRl~Ncococ oo oo
oo o oo o o~

4. Vergleich mit WERNER-Zustand: Aus dem Vergleich mit dem WERNER-
Zustand erhélt man:

1 1
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F Gedankenexperimente

F.1 EPR-Paradoxon

Hier soll die Rechnung zu den im Kapitel 2.2.1 vorgestellten EPR-Messungen kurz dar-
gestellt werden (siehe dazu auch [15]). System: N =2,n =2

1. Messoperator: Die Messung der Polarisation am pten Teilchen kann mit Hilfe
des Messoperators

mmzC“@W” m@@»)

sin(O(p))  — cos(O(n))

durchgefiihrt werden. Dabei soll in der Messung das erste Teilchen nach links, das
zweite nach rechts geflogen sein, auflerdem soll der linke Polfilter auf ©(1) = 0
fest eingestellt sein und nur der rechte soll mit ©(2) = © verdreht werden (siehe
Abbildung 2.1). Der Korrelationsmessoperator A ist damit:

i-ameai - (3 %) e (G )

0 —1 sin(©) —cos(O)
cos(0)  sin(O) 0 0
| sin(©) —cos(©) 0 0
N 0 0 —cos(©) —sin(O)
0 0 —sin(©) cos(O)

2. Zu messender Zustand: Hier sollen verschiedene Zustande mittels des oben
definierten Messoperators A gemessen werden:

a) Katzenzustand:

; 00 5
. o000
pKatze_OOOO
3 003

b) WERNER-Zustand mit ¢ = 3:

p WERNER ——

+ O O wNim

—
v O O »h‘-‘,—
o)

—

—
] O»b’l (@]
o
—
O%’I o O
m

|
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¢) 6 Produktzustidnde in die der unter b) definierte WERNER-Zustand zerlegt
werden kann:

1000 0000
. looo0o0 . looo0o
Pr=10 00 0" P2=10 00 0"
0000 000 1
1 -1 -1 1 1111
o 1-1 1 1 -1 11111
Ps=71-1 1 1 =1 72111 1|
1 -1 -1 1 1111
1 ¢ — 1 1 = 2 1
R U (PSR Qe S U I R RS B
p5—1 i =1 1 |’ '06_1 — -1 1 —
R S | 1 — 7 1

3. Korrelationsfunktion:
Die Korrelationsfunktion berechnet sich nach

(©) = Spur{A p}

a) Korrelationsfunktion des Katzenzustands: f(©) = cos(0)
(sieche Abbildung 2.1(b))

b) Korrelationsfunktion des WERNER-Zustands f(©) = e cos(O)
(sieche Abbildung 2.2)

c) Korrelation jedes der sechs Zusténde berechnen:

f1(©) = éCOS(@), f2(©) = écos(@)
f3(©) = f1(©) = f5(0) = fs(©) =0

Gesamte Korrelationsfunktion setzt sich zusammen als Summe der einzelnen:
0 1
0) = .= —cos©
J©) =2 fi=3

diese Funktion stimmt mit der aus Teil b) fiir € = 5 iiberein.

Die Korrelationsfunktionen entsprechen den Erwartungen. Bei den gemischten
Zusténden skaliert die Funktion f(©) mit ¢, der Kontrast der Interferenz wird
schwicher. Das Experiment macht keinen prinzipiellen Unterschied zwischen ver-
schréankten und nichtverschrinkten Zustdnden, denn fiir € > % ist der gemischte
Zustand aus b) verschrinkt.
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F.2 ,Blasse” Teleportation
1. Quantenkanal:
116 0 0 3
A o &F o0 o0
p\VERNER - 0 O % 0
N e
2. Zu teleportierender Zustand:
. * « _ (aa* ab*
P = 0+ )@ 0]+ 701D = (o 307)
wobei gelten muf: aa* + bb* = 1
3. Zustand des ganzen Systems:
ﬁges — ﬁAlice ® pA\\’ERNER,
%aa* 0 0 saa” %ab* 0 0 sab®
0 aa* 0 0 0 ab* 0 0
0 0 a0 0 0  Fab* 0
_ | Saa* 0 0 %aa* sab* 0 0 %ab*
T B<bar 0 0 Sba* b 0 0 £bb*
4 2 4 2
0 % 0 0 0 e 0 0
0 0 ba* 0 0 0 b 0
sba” 0 0 %ba* sbb* 0 0 %bb*
4. EPR-Messung von Alice: Mit einer Wahrscheinlichkeit p3 = i mifit Alice den
EPR-Zustand:
Angenommen dieser Fall ist eingetreten, dann wird der Gesamtzustand auf den
Zustand
Py =[9(1,2))s 5(1(1,2)| @ 1(3)
projiziert. Der Gesamtzustand geht dann iiber in den Zustand:
. 15 . =
p’ges = _P3 pges P3
p3
5. Zustand bei Bob: Durch Ausspuren erhélt man den Zustand von Bob:

% + eaa* eab*

A A
PBob = Spurl,Q{pges} - ( Eba* % + Ebb*

1 P .
> = 5(1 — €)1 + €Prtices

damit ist man in diesem Fall schon fertig, Bob hat eine verrauschte Version des
urspriinglichen Zustands von Alice erhalten.
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mit Modulen, 63

mit Paketen, 45
Module, 53, 89

Definition, 53

Eigenschaften, 54

Eigenwerte, 55

Eigenzusténde, 55

Erzeugung, 57, 87

Hermitizitat, 54

minimal Eigenschaft, 53

Mischungsverfahren, 63, 65, 89

Phase, 60

Positivitat, 54

Separabilitat, 55

Spur, H4
Modulo-Funktion, 13
multilokal, 24

nichtlokal, 19

Operator
Pauwi, 10, 13, 53
hermitesch, 6, 13
partielltransponiert, 33
unitar, 13, 79, 80

Operatorbasis, 13, 15, 19
Orthogonalitat, 15, 21, 23
unitar, 13, 21, 23
Vollstandigkeit, 15, 23

Optimalitét, 48, 50, 53, 68

PAuL-Operatoren, 13
PERES-Kriterium, 32, 34, 36, 38, 45, 50
Pakete, 39, 82

Definition, 39

Eigenschaften, 41

Eigenwerte, 41

Eigenzustéande, 41

Hermitizitat, 41

Korrektur, 84

Korrelationstensor, 40

Mischung, 39, 45, 82

Positivitat, 43

Produktoperatorenentwicklung, 40

Separabilitét, 43

Spur, 41
Partielltransponierte, 33
Photonenpaar, 8
Polarisationsverschrinkung, 8
positiv definit, 4
Positivitatstest, 6
PPT-Kriterium, 32, 34
Primzahlen, 16
Produktbasis, 7, 19, 25, 36
Produktoperator, 19, 28, 39

Basis, 19

Definition, 19

Eigenschaften, 20

Eigenwerte, 22, 39

Eigenzustéande, 22, 39
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Kommutator, 22
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Spur, 21

Unitaritat, 21
Produktoperatorentwicklung, 23
Produktraum, 3
Produktzustand, 8, 20, 31, 64, 69

Quantencomputer, 1
NMR-, 1
Quanteninformationstheorie, 7
Quantenkanal, 10, 92
Quantenkryptographie, 1
Quantennetzwerk, 3, 19
homogen, 3, 19

Separabilitat, 1, 31, 50, 73
WERNER-Zustand, 34, 35
Definition, 31

Separabilitdtsbedingung
WERNER-Zustand, 36
blasser Zustand, 38

Separabilitatsgrenze, 48, 68

Separabilitatskriterium, 32
PERES, 32, 33, 34, 45
hinreichend, 33, 45, 50, 68
Korrelationstensor, 33
notwendig, 33, 36, 38
PPT-, 32
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scharf, 33 rein, 6, 27, 32
Simulation, 73 separabler, 1, 31
klassische, 69, 73 speziell, 27
Skalarproduktraum, 5 verschrankt, 1, 31
Linearitét, 5 Zustandsklasse, 2
Skalarprodukt, 5 Zustandsraum, 2, 34

Vollstandigkeit, 5
Skalierung, 9, 12
Subsysteme, 3, 19

Teleportation, 1, 10, 92
blasse, 10

unitdare Operatoren, 13, 79
Beispiele, 79
Definition, 13
Eigenschaften, 14
Eigenwerte, 16, 80
Eigenzustiande, 16, 80
Kommutator, 15
Relationen, 14
Spur, 14
Unitaritat, 14

Verschrankung, 1, 31, 73
Definition, 31
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