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1 Einleitung

In den letzten Jahren ist das VerstAndnis der ,Welt der Quanten\, ihrer Geserze und
Eigerschaften immer umfangreicher und tiefer geworden. Die Begri®e ,Teleportati-
on [1], ,Quantenkryptographid [2, 3] und ,Quantencomputen [4,5] sind nicht nur in
der Fachpressezu Begli®en destAgichen Lebens avanciert. Hinter diesenBegii®en ste-
hen nichtklassistie, quantenmedanische Phanomene, die von vielen Wissenscaftl ern
auf der garzen Welt untersucht werden. Zum Teil sind diese PhAnomene theordisdh
gut verstanden, jedoch experimentell noch kaum realisiert - einige, beispelsweise der
.prakti sch nétzlicha Quantencomputer, sind bis heute Bboerhaupt nicht zugénglich.

Anderersetis sind gewisg grundlegerde Eigenschaften der Quantentheotie, oder der
Welt der kleinsten Bausteine desUniversums, auch theoretisch bis heute nicht umfassenl
verstanden. Eine der wohl wichti gsten Eigerheiten der Quantenwelt ist die Verschran-
kung (engl. ertanglemert). Alle oben gerannten Quantenphanomene, also Quanten-
computer, Quantenkryptographie, Teleportation usw., bauen auf diesemfundamertalen
Phanomen auf. Versdrankung ist eine Eigerschaft von Systemen, die aus mehreren
Teilsystemen aufgebaut sind. Sind die Subsysteme miteinander verschrAnkt, so weisen
Messwngenan untersdiedlichen Teilsystemen Korr elationen auf, die esin einer rein klas-
sichen Welt nicht gelen kann, d.h. die von einer klassischenlokal realistischen Theorie
nicht erklArt werden kénnen. Die Teilsysteme sebst haben dann keine scharf de nierten
lokalen Eigerschaften mehr. Nativlich gibt esauch andere Zustande in der Quantenme-
chanik, bei deren lokale Eigenshaften scharf de niert sind. Diese bezeidinet man als
klasssthe oder sefarable Zustande. Bis heuteist die Grenze zwischendiesenunterscied-
lichen Zusténden - den verscrankten und den segarablen, oder andersausged ickt, den
klassschen und den wirklich quantenmedanischen Zustanden - fév viele Systemenoch
weitgerend unerforscht. Es gibt bis jetzt keine allgemeingiitigen scharfen Kriterien fiv
Versdirankung oder SeparabilitAt, lediglich fiv einige Spezidfalle existieren scharfe Se-
parabil it Atskrit erien [6], die meisten allgemeineren sind entweder nur hinreichend oder
nur notwendig [7, 8,9, 10, 11], dazu mehr in Kapitel 6. Die Grerze zwisden der klasst
schen Welt und der quantenmechanischen Welt savie Bbergange von einem Szerarium
in dasandere bergen noch viele neueund interessate Aspekte, die bis jetzt noch wenig
bekannt sind.

Schon die VersdirAnkung an sich berdt et gro%eSchwierigkeiten, da sie o®etvar nicht
denklassischen Erfahrungenunseer Welt entspricht. So glaubte man anfangs, die Quan-
tentheoiie seiin besimmter Hinsicht nicht vollstAndig und Ein ste in, Podo Isk y und
Rosen (siehe [17]) ho®ten mitt els Einfdhrung verstekter Variabler in die Theorie das
setsame Phanomen Versdhrankung zu beseiigen Nachdem heute allerdings in vielen
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Experimenten solde verscrankten ZustAnde untersucht werden konnten, hat man sich
mit diesemPhAnomen angefreundet. All erdingsist in denvergangerenJahren- durch die
BemdhungendesBaus einesNMR-Quantencomputers [13, 10] und die dort verwendeten
genischten Zustande - die Fragegesellt worden, ob Versdrankung fév die oben ange-
sprochenen Anwendungen wirklich unbedngt ngtig sei SchluYzedlich kann dieseFrage
jedoch bis jetzt nicht beartwortet werden. Im Zusanmenhang mit der Untersuchung von
NMR-Ensenble sind genmischte QuantenzustAnde wie der We rne r -Zustand [14] studiert
worden. Der hier gerannte We rne r -Zustand ist von besorderem Interesg, da mitt els
eines Parameters eingesellt werden kann, ob der Zustand semarabel oder verscrankt
ist.

DievorliegemeArb eit stellt den Versich dar, genischte ZustAndevomWe rne r -Typ
besservergehen zu lernen Dabei ist die wichti ge Eigenschaft, die Nicht-Separabilit At
oder Verschrankung, von besorderem Interesg. Der hier besdrittene Wegist in gewis-
semSinne der der klassischenSimulation quantenmedanischer Korrelationen oder von
Vershrankung. Als Grundlage solen klasssce Zustande dienen, die sogerannten Pro-
duktzugAnde. Das sind reine, semrable Zustande, die keine Verschrankung erthalten.
DieseZustande werden genischt, nicht kohArent superponiert, was zur Folge hat, dass
jeder erzewgte Zustand mit Sicherheit separabel ist, da eine Misdung keine Versdran-
kung erzewgen kann. Von Interessewird sen, ob es mgglich ist, Mischungsverfahren
anzugeben, mit denen man bestimnmte Korrelationen herstellen kann, z.B. Korrelatio-
nenvom W ern er -Typ. Optimal wirde ein solchesVerfahren funktionieren, wenn man
damit Zustédnde direkt an der Separabilit Atsgrenze erzeugen kénnte. Bei allen diesen
klassschen Simulationen wachst der Aufwand exponertiell mit der Subsystenmzah an.
Trotzdem kann man hier viel Aber die Struktur des quantenmechanischen Zustands-
raums, die Eigerschaften von genischten Zustanden und Zustandsklassen Partiti onie-
rung des Zustandsraums, SepaabilitAtsgrerzen und das Verhaltnis von klassscen zu
guantenmedaniscen Zustanden und Korrelationen lernen. Auch im Hinblick auf den
hier verwendeten Formalismus, der sich zur Besdireibung von Korrelationen jeglicher
Art als selr ghnstig erwiesenhat, dikft e diese Arbeit von Interesg sein

In dem nun folgerden Kapit el 2 solen zunAchst savohl quantenmechanische Grund-
lagen als auch interessate Gedankenexperimente zur weiteren Einféhrung in die The-
matik vorgesellt werden. Die Kapitel 3 und 4 werden sich mit der Einféhrung einer
ginstigen Darstellung von Korrelationen beshAftigen In Kapitel 5 sollen die scon
oben angespochenen We rne r -Zusténde vorgesellt werden und Kapitel 6 wird sich
mit Separabilit Atskrit erien und deren Anwendung auf die vorgesellten Zustandsklassen
beshaftigen. In den folgerden Kapitel 7-11 werden, wie angespochen, Mischungs\er-
fahren entwickelt und untersucht. Kapitel 12 wird sclie¥kch eine Zusanmenfassung der
Arbeit und einen Ausblick fév die weitere Forschung bieten.
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Zunachst sol jetzt kurz auf die quantenmedanischen Grundlagen zur Besdreibung
von Quantennetzwerken eingegangen werden. Dabei werden nur die wichtigsten und
fiv die vorliegerde Arbeit unerlAvichen Theorame und De nitionen kurz vorgesellt.
Weiterfidhrend wird auf die umfangreiche Literatur zum Thema und insbesordere auf [15]
verwiesa.

Im zweiten Teil diesesKapit elssol dann auf einige interessate Gedankenexperimen
te eingegamenwerden, um die Arbeit in den Gesaamtkontext der Quanteninformations-
theorie bzw. der Theorie gro¥erQuantensysteme einzuordnen und eine Interpretation
der Ergelmissevor diesemHintergrund zu erlauben.

2.1 Quantenmechanische Grundlagen

2.1.1 Quantennetzwerke und Hilbertraum

Im folgerden solen Systeme betr achtet werden, die aus N -Subsystemen oder ,,Knoten
aufgebaut sind. Jedes dieserSubsysteme ! seiein endlich dimensionales Quantensystem
mit n:-Niveaws. Solche Systeme werden im allgemeinen auch als Quantennetzwerk
bezechnet. In dieserArbeit solen nur homageneNetzwerke betrachtet werden, d.h. alle
Knoten haben gleich viele Niveaus n. = n.

Der Hilbertraum H (9 desgesanten Quantennetzwerks ist ein Produkthilbertraum
bestehend aus den Hilbertrdumen H (™) aller Knoten 1 :

H@=H M. ¢eg- H (™): (2.1)

Die Dimension d desgesanten Hilbertraums ergibt sich als Produkt der Einzdhilbert-
raumdimensionen, hier alsonN. Eine geegnete Basis fiv den Hilbertraum ist die Pro-
duktb asis, die spater eingefdhrt wird.

2.1.2 Liouvilleraum

Lineare Operatoren, die auf ZustAnde des d-dimensionalen Hilbertraums H (9 wirken,
sind Elemente des d2-dimensionalen Liouvil leraums L (@), DieserOperatorraum wird
aufges@nnt von einer Basis bestehend aus d? linear unabhangiger Basisoperatoren. Eine
sokhe Basis sol in Kapitel 3 vorgesellt werden (siehe auch [16]).
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2.1.3 Dichteoperator

Um in der Quantenmedanik einen Zustand zu besdreiben, z.B. den einesQuantennetz-
werkes, gibt esuntersadiediiche Mdglichkeiten. Die allgeneinste Form der Besdreibung
ist die mittels einesDichteoperators %2 Oft erweist sich die Matrixform des Dichteopera-
tors mit den Matrixelemerten %4 , fév die Darstellung als génstig. Der Erwartungswvert
einer Obsewvablen A kann dann durch

i = Spurf Avg (2.2)

beredinet werden. Wie jeder Operator kann auch der Dichteoperator in seire Eigerbasis
zellegt werden und geht dann in Diagoralform @ber. Mit den Eigerwerten , ,, und den
Eigerzustanden |, ,i desDichteoperators ergibt sich die Darstellung:

X - - -
o= . ml, mih, mj: (2.3)

m

All erdings muss der Operator, um einen editen quantenmedaniscen Zustand besdrei-
benzu kénnen, die folgendendrei wichti genEigensdaften erfiéllen (siehe dazuauch [17)):

1. Normi erung: Spurf¥g=1

2. Hermi tizit At: %9= %%
Aufgrund dieserEigensdhaft kann der Dichteoperator sebst als Observable ange-
selen werden.

3. Positiv it At: Der Operator musspositiv de nit sein d.h. alle Eigenwerte mgssen
grévzeroder gleich Null seih, man screibt: %2, 0.

Betrachtet man die Eigendarstellung des Dichteoperators Gl. (2.3), so folgt aus der
Hermiti zitAt und der Postivitd, dassalle Eigenwerte | ,, postive reele Zahlen sein
midssen Wegender Normierungsfoiderung mussdie Summe aller Eigenwerte eins sein
weshalb dieseals Wahrsdeinlichkeiten interpretierbar sind. Der Dichteoperator kann
alsoals Mischung der reinen Zustandej, i mittels der Gewidte , ,, verstandenwerden,
oder als Zustand eines Ensenble, dessenTeile mit Wahrsdeinlichkeit , ,, im Zustand
j, mi zu nden sind.

Im allgemeinenist esoft sdhwierig zu zeigen dassein Operator alle drei Forderungen
fiv einen echten Zustand erf@llt. Vor allem die letzt e der drei Forderungen die Posti vi-
tAt, ist hAu g nicht direkt zugAnglich. Auch in dieser Arbeit ist esdedfterenscwierig,
die PostivitAt einer Matrix zu zeigen da die Eigenwerte nicht allgenein berecherbar
sind. Aus der Mathemaik ist eine interessante Eigenschaft von Skalarproduktr Aumen
bekannt, mit der die PositivitAt einer Matrix dberpridft werdenkann, ohne die Eigernwerte
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explizit auszuedhnen

De niti on 1: Skalarproduktraum

Ein Satz von Elementen ®, ;::: spaint einen vollstAndigen lineaen
Skalarproduktraum V auf gerau dann, wenn folgendesgilt:

1. Lineari tAt:
®+ 2V
c® 2V mitc2

2. Skalarpro dukt : Zwisdhen zwei Elemerten von V ist ein Skalar-
produkt de niert

(® )=c mit ¢ 2
mit den Eigersdaften:

(® )=(:®"°
(®®, 0

3. Voll stAndig keit: Fir jedes® mussgelen:

X — —_
(®®) = | (® ) i;:®)

Man Bberzeuwgt sich leicht, dassalle dieseEigersdhaftenfiv denHilbertraum H mit den
Elemeren j®i;j i und dem zugehdrigen Skalarprodukt h®j~i erfillt sind. In solchen
Skalarproduktr Aumen gilt die Cauchy -Schwarz -Ungleichung:

Theor em 1: Cauchy -Schwarz -Ungleichung

In einem vollstAndigen, linearen Skalarproduktraum V gilt fir die Ele-
merte ®, die Ungleichung:

i@D)jF @)

Im Folgerdenwird ein Dichteoperator %2mit der Eigerwertgleichung %4, mi = , mj, mi
betrachtet. Zusatzlich braucht man eine weitere vollstAndige orthonormale Basis jA();
mit der Entwicklung in die Eigernbasis von %

o o X
jAOI = i, RjADT = ADj i (2.4)
m m

Jetzt werden die Matrixelemerte von :in der Basis jJA(i berechnet und man stellt fest,
dassdas Objekt PAMjP4A0)i  unter bestimmten Voraussetzingenfiv 92 die Eigensdaf-
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ten eines Skalarprodukts erféllt. Berechnet man das Matrixelemert:
3

_ » X 3 7 X
PAOjp4A0D = AD hjme ADj i

3 - m
=AY A g o
P??iﬁ
X 3 T
_ A|(<') Al((J) K (2.5)

k

erhAlt man eine komplexeZahl. Au¥zedem gilt, wemn die Eigenwerte ,  von %reell sind:

o X 3 Ta o
PAGj A0 = AD RO = pADj g A0 (2.6)
k

Ist ,«, O, sofolgt fiv dasDiagonalelenert:

X
ROjA0 = AV o (2.7)
k

Damit hat das Objekt hAMj9§A0)i gerau dann die Eigenschaften eines Skalarprodukts,
wemn der Dichteoperator ¥2positiv de nit und hermitesd ist. In diesemFall gilt eine
Cauchy -Schwarz -Ungleichung. DieseAussageist auch umkehrbar: aus der GAltig-
keit einer Cauchy -Schwarz -Ungleichung kann auf die Postivit &t einer Dichtematrix
gestlossenwerden.

Theor em 2:

Eine gegelene Matrix %2ist gerau dann positiv de nit, wenn
jhA(i)jY)“jA(j)ijz- M(i)j%A(i)ihA(j)j Y)@jA(j)i

gilt.

Theorem 2 ist ein selr nétzlicher Postivit Atstest.

2.1.4 Reine und gemischte ZustAnde

Die Dichtematrix bestireibt den gesanten, fé ein System zuganglichen Zustandsraum.
DieserZustandsraum kann weiter unterteilt werden in reine und gemischte Zustande.
Ein reiner Zustand kann als Vektor jAi im Hilbertraum H dargestelt werden, was fiv
einen genischten Zustand nicht mdglich ist. Ein einzehes Quantensystem mit einer
Hilbertraumdimension n hat die reinen Basiszustande jii = jOi;:::;jn i 1i, die den
garzen Hilbertraum aufspannen. Fiv ein Quantennetzwerk bestenend aus N Knoten
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emweist sich die Produkthasis zum Aufspannen des d dimensonalen Hilbertraums als
ginstig.

De niti on 2: Produktbasis

Die ProduktzustAnde jii = jiyi - ¢¢¢- jini bildeneine BasisdesH ™)
mit

Orthonormalit At: Xh'jji = %, und

VollstAndigkeit: jiihij = 4™,

Zustdnde im Gesamthilbertraum jii werden im Folgerden durch Indexvektoren i =

demProdukt & = &, ¢¢¢k .

Die Dichtemarix eines reinen Zustands jAi erhalt man durch %= jAihAj. Ob ein
Zustand rein oder genisdnt ist, IAsst sich mit Hilfe des Quadrats der Dichtematrix ert-
stheiden; esgilt nAr(nIich

=1 ! reiner Zustand

Spurf ¥4g !
R d <1 ! gemsdter Zustand

(2.8)

Der total gemschte Zustand, dargestellt durch denOperator éi, ergibt hier denkleinsten
Wert, nAmlich é wobe d die Dimension desbetrachteten Hilbertraums ist.

2.1.5 Reduzierte Dichtematrix

Anfangs hat man nun einen Dichteoperator, der den Zustand eines Quantennetzwerks
mit N-Knoten im gesanten Hilbertraum besdireibt. Interesgert man sich hingegen
fiv den Zustand eines einzdnen Knotens 1, so muss man das gesante @brige System
ausspuren. Wird zunAdhst nur ein Subsystem® aus einer Gesantdichtematrix ausgespirt

Daest = Spuref%..0; (2.9)

bleibt eine Dichtematrix, die alle Knoten ohne den °-ten besdireibt, hbrig. Mddte
man nun eine Dichtematrix, die nur den einzelnen Knoten ! bescreibt, méssenalle
anderen Subsystemeauch noch ausgespirt werden. Die Dichtematrix des?! -ten Knotens
berechnet sich dann durch:

% = Spurio...... of %50 (2.10

2.2 Gedankenexperimente

Um ein wenig mehr Einblick in die moderne Quantenmecdanik zu geken, solen hier
zwei Gedankenexperimene vorgesellt werden, die in den letzten Jahren gro“senBe-
kanntheitsgrad erlangt haben. DieseExperimente haben, in leicht abgewandelter Form,
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auch hier zu interessaten Einblicken verholfen und sollen esermdglichen, dieseArb eit
in den Kontext der Quanteninformationstheorie einzuordnen.

2.2.1 EPR-Paradoxon

Das im Folgerden besdriebene Paradoxon geht auf einen Artikel von Einstein , Po-
dol sky und Rosen [17] zuréck. Durch die Vershirankung von Subsystemen sind Zu-
stAnde m@glich, bei denen einzelne Subsysteme dberhaupt keine scharfen Eigenschaften
mehr besitzen Dafii treten Mehrt eilchenkorrelationen auf, die klassigh nicht vergan-
den werden kénnen. Solche ZustAnde werden sether als EPR-Zustande, verschrankte
Zustande oder auch ,Katzen-Z ustAnde bezethnet. (Der Name ,Katzen- Zustand geht
auf A. Schr ddinge r [15] zuridck, siehe dazuKapitel 5.) Der im Folgenden betr achtete
verschrénkte Zustand ist ein Zustand einesQuantennetzwerks, bestehend aus zwei Sub-
systemen(mit den Nummern 1 und 2) mit jeweils zwei Quantenniveaus jOi und j1i, und
kann dargesellt werden durch die koh&rente Superposiion zweieg Produktzustande:

jKatze(L 2)i = pl—éijO(l);O(Z)i + j1(1); 1(2)i q;: (2.1))

Genaueres Bber diesenin der Literatur selr oft verwendeten und wohl bekanntesten
Mehrt eilchenquantenaustand ist in Kapitel 5 zu nden Experimentell ist es gelun-
gen sokhe EPR-ZustAnde mittels polarisationsverscrAnkter Photonenpaare darzugel-
len (siehe dazu auch [19,15,20]). Dann sind die ZustAnde jOi bzw. j1i die beiden Pola-
risationseigerzus Ande eines Photons.

Hat man eine Quelle, die ein polarisationsverscrankt es Photonenpaar erzewt, das
rAumlich getrennt werden kann und desseneinzelne Photonen gemessernund untersucht
werden kédnnen, kann ein EPR-Experiment durchgefdhrt werden. Wie bereits angespo-
chenist beim EPR-Zustand keinesder Teilchenlokal in einemde nierten Zustand, d.h. in
einem Zustand der Form jAi = aj0i + bj1i, wobei a und b beliebige komplexe Zahlen sein
kédnnen (Norm: jaj2 + jbj? = 1). Oder andersherum ausgediickt sagt man: der Zustand
ist nicht separabel in ein Produkt aus lokalen ZustAnden der beiden Teilsysteme (siehe
Kapitel 6) in der Form jA(1)i - j»(2)i. Damit féhrt eine lokale Messng der Polarisation
einesder Photonen in 50%der FAlle zur Messung von jOi und in den anderenFAllen zu
jli. Ein einzelres Photon be ndet sich lokal in einem total gemischten Zustand. Diese
Tatsade ndet man auch, wenmn man aus dem EPR-Zustand ein Subsystem ausspurt.

Das Ergelnis einer Korrelationsmessung der Polarisation beider Photonen ersdien
nun zunAchst paradox. Eine solde Korrelationsmesung kann wie in Abbildung 2.1(a)
durchgefdhrt werden Die Apparatur bestent aus zwei Detektoren und zwei Filtem, die
im Winkel £ zueinander eingestdlt sind, savie der oben bestriebenen Photonenpaar-
quelle, die ein polarisationsverschrénktes Paar erzewt. Im Anhang F.1 kann nadwoll-
zogea werden, wie hier dasin Abbildung 2.1(b) dargestellt e Messegeknis der Korrelati-
onsmesung berednet werden kann. Hier ist die von £ abhAngige Korrelationsfunktion
f (E) aufgetragen die flv £ = 0 eins (Ergebnis der Einzelmessungen ist perfekt kor-
reliert), filv £ = % null (keine Korrelation mehr vorhanden) und fiv £ = Yaminuseirs
(Antikorrelation) ist. Es ertsteht der Eindruck, dass, wenn das eine Teilchen im Zu-
stand jOi oder jli gemessenwird, das andere Teilchen instantan in den selben Zustand
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. _ f(£)
Filter 1 Filter 2 1
- £
{ o 7T Quelle | ) T ) } & 2 -
Det 1 jKatze(1: 2)i Det 2 i1

@) (b)

Abb . 2.1: (a) Apparatur zur Korr elationsmesung der Polarisation zweier polarisationswerschrankter
Photonen; die absoluten Messrichtungen sind beliebig wahlbar; (b) Korrelationsfunktion der Messer
gebrisse in AbhAngigkeit desWinkels £

projiziert wird. Klassigh ist ein solkches Ergelmnis nur vorstellbar, wenn die gemesseen
Polarisationszustédnde bereits vorher existiert hatt en. Diesist aber auszwsdlieYsenda
die absolute Messichtung beliebig gewahit werden kann. Man kann das Experiment
bei einer anderen Einstellung von Filter 1 wiederholen, was quantenmedanisch nur ei-
ne Verschiebung der Korrelationsfunkti on bedngenwikde, das Messegekis also nicht
qualitativ Andert. Bei einer klassschen Praparation allerdings fihrt das Andern der
absoluten Basis zum totalen Verlust jeglicher Korrelation.

Fiv dieseArbeit ist nun der Wern er -Zustand von besomlerer Bedeutung, der ei-
ne Misdung aus dem total gemschten Zustand niN_AL und dem EPR-Zustand darstellt.
Vermittelt wird diese Misdung durch den redlen Misdhungsparameter 0 - 2 - 1. Da
es sich um einen gemsciten Zustand handelt, kann hier kein Vektor im Hilbertraum
angegden werden. Die gesante Redhnung ist im Dichtematrixbild durchzuféhren. Die
Dichtematrix desWe rne r -Zustands hat die Form:

1
%emer = n_N(ll 2)i+ 2:‘%%atze : (212)

Ausfidhrlich sol dieserZustand in Kapitel 5 untersucht werden. Ist der Mischungspara-
meter 2 klein gerug, sowird der Zustand separabel sen. Die Zustandsklasseder We r-
ner -ZustAnde ist semrabel, wem gilt: 2 - % (wie spéter gezegt wird). In diesemFall
kann diese Zustand auch in eine Mischung von Produktzustanden zerlegt werden. Wie
die Zeregung eines We rne r -Zustands in Produktzust Ande explizit konstruiert werden
kann, sol spater in dieserArbeit vorgesellt werden.

Fihrt man dasin Abbildung 2.1(a) gezegte Experimert jetzt nicht mit dem reinen
Katzerzustand durch, sordern mit dem Werne r -Zustand, erhdlt man ein Ahnliches
Ergelnis. Die Korrelation der Messegemmisseredits und links ist noch erhalten, wird
allerdings ,blass, d.h. ist mit 2 multipliziert (siehe dazu Abbildung 2.2). Mehr zu der
Skalierung der Korrelation mit 2 ndet man in Kapitel 5.3, die gesante Rechnung kann
im Anhang F.1 nadhvollzogenwerden.

Es ist auch méglich, den Werne r -Zustand - in Produkt zustande zeldegt - der Mes-
sung zu unterwerfen, d.h. man sdickt jeden der Produktzustande einzeln durch den
Korrelationsmesspparat und erhalt seire Korrelationsfunktion f;(£). Superponiert man
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f ()

Ya 2Ya

il

Abb . 2.2: Messagebnis der Korrelationsmessuwng bei einem Werner -Zustand anstelle eines reinen
EPR-Zustands

alle diese Funkti onen, erh&lt man wieder eine Interferenz (siehe Abbildung 2.2) mit dem
fiv die Zeregung charakteristischen2. Auch dieseRecinung kann im Anhang F.1 nach-
vollzogenwerden.

Essceint hier alsokeine prinzipielle Untersteidung zwisthen semrablen Zustanden
und solden, die verschrankt sind, zu geben. UnabhAngig von der Separabilit At zeig die
Messung Interferenzn, die jedoch mit 2 skalieren. Sdbst die Messung an einem expli zit
in ProduktzustAnde zerlegten We rne r -Zustand f@hrt zu keinem anderen Ergemnis.

2.2.2 ,Blasss Teleportation

Eines der faszhierendsten PhAnomene der Quantenphysik ist wohl die Teleprtation
(siele [15]). Dabei ist esmit Hilfe eines Quantenkanals und einer klasssden Informa-
tionsdbertragung [1] médich, Zustande Boer grovseEntfernungen zu Bbertr agen Der so
gerannte Quantenkanal ist der schon im letzten Kapit el eingefdhrte EPR- oder Katzen
zustand [14]:

jKatze(2 3)i = pl—éijO(Z);O(?u)i +j1(2); 1(3)i ¢: (2.13

Die beiden einzelren Teilchen (2,3) sind rdumlich getrennt und kénnen weit entfernten
Persoren, oft Alice (2) und Bob (3) gerannt, zugespochen werden. Hat nun Alice
ein weiteres Teilchen (1) im beliebigen Quantenzustand j»(1)i = aj0i + kli, hat der
Geamtzudand die Form:

(1 :2:3)i = j»(1)i - jKatze(2 3)i: (2.14)

M@adte Alice diesenZustand j»(1)i zu Bob #bertragen, muss sie ihre beiden Teilchen
(1,2 mitt els einer 2-Teilchen-Messing mit einander verschrAnken. Die Messlasis die mit
einer solthen Messung verbunden ist, besteht aus vier orthogoralen Zustéanden, den so
gerannten EPR-Zustéanden [17].

~ i ¢ i i ¢
AL 2)ir = pl—zljl;Oi 8§01 ;  jAL2iga= pl—éljl; 1i § jO;0i (2.19
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Die hier verwendete Mesgheorie gelt auf v. Neumann zurick, siehe dazu [15,17,21].
In der Messlasis kann der Gesantzustand j2(1 ; 2; 3)i gestirieben werden als:
. N e I L E s
22 ;23)i = EIJA(l; 2)i1jAR)i1 + JA(L; 2)i2JA(I)i
~ i ~ . ¢
+JA(L;2)i3jAR)is + JA(L; 2)i4JAR)ia ; (2.16)
wobei die ZustAnde des Teilchens von Bob jA(3)i10.34 mittels der durch die Pauli -

Matrizen vermitt elten lokalen, unitAren Transformationen aus dem urspridnglichen Zu-
stand von Alice j»(1)i hervorgeren

) Mo T
JAR)i, = 0 i1 ()i = ¥ (D)i; (2.179
JAQ)i, = H )iy (2.170)
i 0 1. A
JAQ)i3 = 10 ()i = 1% »(D)i; (2.179
P u0 1 . , . :
JAQ)i4 = 10 Q)i = % j»(Q)i: (2.1Md)

Macht nun Alice ihre Messing, erhdlt sie - mit jeweils der Wahrsdeinlichkeit %1 -
als Ergebnis einen der vier EPR-ZustAnde. Dies muss sie Bob auf klassschem Weg
mitteilen. Dann kann dieser auf senen Zustand (3) die ensprechende inverse Pau-
li -Transformation arnwenden und hat damit den Zustand von Alice per Teleportation
erhalten. Die gesante Prozedir IAsst sich in ein Schema fassen dasin Abbildung 2.3

gezegt ist.

Alice Quelle Bob
| | | -
j»(1)i jKatze(2;3)i
to | 1 @ oo
2 3
t; |
1@ O,

3

1 2. -——_
° %F

2-T eilc hen -Mes sung lok ale, uni tare
t4 | Transfor mati on

Y

»(3)i

Abb . 2.3: Teleportationsschema: Alice teleportiert den Zustand j»(1)i des ersten Teilchens auf das
Teilchen 3 von Bob mittel s eines Quantenkanals und einer klassischen Informationsébert ragung.

Auch hier sol die Teleportation noch mit einemW ern er -Zustand als Quantenkanal
anstelle einesreinen Kat zerezustands betradchtet werden. In diesemFall kann - analog wie
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oben- Aliceihre EPR-Messung mit dem zu teleportierenden Zustand %2,,, = j»(1)ih»(1)]
durchféhren, wobei allerdingsdie garnze Prozedur im Dichtematrixbild berechnet werden
muss, da jetzt genischte ZustaAnde involviert sind. |hr Messegebnis muss sie wieder
Bob mitt eilen, damit diese eine lokale unit Are Transformation anwenden kann, um den
teleportierten Zustand zu erhalten. Auf Einzelheiten der Rednung sol hier verzichtet
werden, diesesind in Anhang F.2 zusanmengefasst Bob erhAlt jetzt nicht exak den
von Ali ce eingelradchten Zustand, sordern eine verrausdte Version vom Typ:

Do = niN(li 2)% + 2jn(L)ihn(L)]: (2.18

DieserZustand wird im Folgerden wegender ,Blassteit\ seirer Korrelationen als ,blas-
sek Zustand bezethnet werden (man beadite die Ahnlichkeit zu dem als Quantenkanal
verwendeten We rne r -Zustand, siehe Kapitel 5). Der Mischungsparameter 2 entspricht
dem desverwendeten We rne r -Zustands.

Ergelis dieser, blassenTeleprtation ist wieder die erstaunliche Tatsache, dasshier
kein Unterschied zwiscen der ,blasseh Teleportation mit einem wirklich verscrankten
Zustand und der mit einem semrablen Zustand bestett. Die beiden FAlle lassen sich
durch die Wahl desanfanglichen 2 einstellen. All erdings muss Bob hier mit einem ver-
rauschten Ergebniszustand vorlieb nehmen.



3 UnitAre Operatorbasis

Im folgendenKapit el wird kein Quantennetzwerk betrachtet, sordern ein einzelhes Quan-
tensystem. Fir diesessol eine Operatorbasis féir den Liouvilleraum L (™) eingefbhrt
werden, die sich fi die weiteren Betrachtungen als génsti g erweisenwird.

3.1 Denition einer unitAren Operatorbasis

Betrachtet wird ein einzelres Quantensystem mit n diskreten Niveaws und den dazu

Hilbertraum H (M,

Gemauso wie esm@dich ist, Vektoren oder Zustande in eine orthonormale Basis zu
entwickeln, kénnen auch Matrizen oder Operatoren in eine entsprechende Basis ent-
wickelt werden. Als Basis werden oft die Generatoren der SU(n) Gruppe [22, 15, 23]
verwendet. DieseBasis besieht aus n? linear unabhéngigen hermiteschenOperatoren.
Fiv n = 2 entsprechen die Generatoren der SU(2) Gruppe den Pauli -Operatoren.

Oft erweist essich als gidngti ger, statt einer hermiteshien Basis eine unitére zu ver-
wenden. Fiér den Liowvilleraum L ) der Dimension n? |asst sich eine sokhe unit Are
Operatorbasismit n? unitAren Operaoren de nieren (siehe [27).

De niti on 3: UnitAre Operatoren

Fiv die Indizesa= 0:::nj 1und b= 0:::nj 1 sind die Operatoren

Xi 1
Oap:= ! ®Pjp+ aihpj mit ! = e%
p=0

de niert.

Die Summation wird modulo n durchgeféhrt, wobei im Folgerden die Modulo-Funktion
durch Unterstreichung desentsprechenden Terms abgekévzt werden sol (x mod n = x).
Fiv eine abkivzende Schreibweise kdnnen die Indizesa und b zu einem Einzelindex ¢
zusammengefasstwerden:

0. := Oap c=na+b: (3.1)

Der Index c lAuft dann von O bis n? | 1. Beispiele unit&rer Operatoren fiv n = 2;3;4
be ndensich im Anhang A.

13
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3.2 Eigenschaften
Wendet man den unit Aren Operator auf einen Basiszustand an, erhalt man:

Oapiki = 1 Pk + ai: (3.2)
Aus diese Relation folgenzwei wichti ge Eigersdhaften der Operatoren

1. Unita rit &: Fiv die Operatoren (De nition 3) mussgeten: 0,, 0Y, = 1.

Beweis
X 1 X 1
0,,00,=  0,,jkihkj0Y, = jk + aihk + aj = 3M; (3.3)
k=0 32 k=0
Damit sind die eingefdhrten Operaoren unit Ar. o

Hieraus ergibt sich auch der adjungierte und der inverse Operator:

g;b = Oét} =1 abom anj b- (3'4)
2. Spur: Die hier eingefbhrten unitdren Operaoren U.,, sind bis auf den Operator
a=0,b=0(c= 0) spurlos.

Beweis
1 N 1
SourfOapg = HkjOapjki = | PkHkjk + ai
k=0 (3-2) =g
Xi 1
= P 40= Nigotnp: (3.5)
k=0

Die letzte Gleichheit gilt, da die Summe fir b 6 0 immer null ist. Der triviale

Operator U hat die Spur n. o
Mit Hilfe der Spur kann eine OrthogoralitAtsrelation fiév die unit Aren Operatoren
angegelen werden:

Spurf Oal;bl ng;bzg = NHa2 e - (3.6)

Des Weiteren werden noch zwei Operatorrelationen bendtigt, die an dieser Stelle einge-
fdhrt werden sollen:

Oal;bl Oaz;bz = bla20a1+a2;b1+b2 ; (378)
3 1 K33/
0, = 12200, o, (3.7b)

Die erste Relation folgt direkt aus De nition 3. Die zweite sol hier kurz gezegt werden,
da sie filr die weiteren Betrachtungen oft bendtigt wird.
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Beweis: Gl. (3.7b)

7
0% = Y 0
ab ab

1
N 1 N 1

= ¢e¢ 1 PP ¢egl PP4p, + aihpyjp, + aihp,j ¢¢¢jps, + aihpyj
p1=0 p%=0
N 1 N 1

=00 000 P+ ald s W, s alP)
p1=0 p%=0
N 1

= | bR ¢gg! PPejp; + aihpyj : (3.8)
p%=0

Die Kr oneck er -Deltas liefern Bedingungen um alle p. durch ps, mit Hilfe der Vor-
sdrift:

P = Pyt (% °)a (3.9
ZU ersetzen Sdzt man diesoben ein, erhalt man:

Nl

Py, 3 © . . .
0%,= 1P @99, + yaihp
p=0
N ! 3 1 o343
= 1 7PPu 229 Djp, + Yaihpy
p%=0
= 120, (3.10
Damit ist Gl. (3.7b) gezegt. o
Die Vertauschungsrelationen fiv unit Are Operatoren ergeben sich aus Gl. (3.7a):
[Oal:bl;oaz;bz]§ = (I g albz)oa1+a2§b1+b2 ; (3.119
[031§b1; ng;bz]§ =! asz(! e §!! albz)oali agibyi by - (3.11)

Unit Are Operatorenkommuti eren gerau dann, wennféy ihre Indizesgilt bya, j a;b, = 0,
und antikommutieren, wem gilt bya, | ajbp = 3.

3.3 Operatorbasis

Die in Kapitel 3.1 eingefihrten n? Operatoren (De nition 3) bilden eine vollstAndige,
orthogorale Basis. Die Orthogoralitétsrelation ergbt sich aus der Spur der unit Aren
Operatoren

ay;b; “az;
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Vollstandig ist die Basis, da esgerau n? linea unabhéngige Operatoren gibt, was der
Dimendonalitat des Liouvilleraums erntspricht. Damit ist eine Bass fi den Liouville-
raum gefunden. Aus der Basisegerscaft folgt, dassjeder beliehige Operator A in diese
Bags entwickelt werden kann:
1 XX .
== Uab Oap mit  uap = Spurf 0, Ag: (3.13
a=0 b=0
Da auch der Dichteoperator als Obsewvable angeselen werden kann, ist esmgglich, auch
diesen in die unitAre Operaorbasis zu entwickeln. Der Zustand eines Quantensystems
kann auch gesairieben werden:
1 Xi 1 X 1
il Uan(9 Oap: (3.14)
a=0 b=0
Alle komplexenZahlen u,, (bzw. u; mit ¢ = na+ b) zusammengerommen besdireiben
nun das System vollstAndig und werden als verallgeneinerter Kohérenzvekor u bezeib-
net. Der Begli® desKoharenzvektors wird im Zusanmmenhang mit der Entwicklung nach
Gereratoren der SU(n)-Gruppe eingefdhrt, siehe dazu [15].

3.4 Eigenwerte und EigenzustAnde

Es ist nicht m@gich, Eigenwerte und EigernzugAnde aller unitArer Operatoren Oa;b in
gestblosserer Form anzugeben. ZunAdst musszwischena = 0 und a 6 0 unterscieden
werden Ist n keine Primzah gibt esauvsedem weitere Schwierigkeit en, da esOperatoren
mit teilweise entart etem Spektr um gibt. Im Folgerden sol die Menge aller Primzahlen
mit  bezeidinet werden.

De nit ion 4: Primzahen

Alle nativlichen Zahlen n, fir die eskeine Zeegung der Form
Y &
n= P
k=1

mit den» Primfaktoren p, von n und ihrer Vielfachheit ®, gibt, gehdren
zur Menge der Primzahlen

Hier sol auf eine vollstAndige Herleitung von Eigerwerten und Eigerzustanden zu Gun-
sten der Bbersichtlichkeit verzichtet werden. In Anhang B kann man die vollstAndige
Herleitung nden.

Die Eigenwertgleichung der unit Aren Operatoren lautet:

0a;bj,mi = . ml.ml; (3.19

wobei m den Eigerwert bzw. Eigenzustand nummeriert. Die unitAren Operatoren haben
die Eigerwerte und Eigerzustande:
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1. Operatorenmit fa= 0;b= 1:::ngund n 2

= 1bm (3.1639
j.mi = jmi: (3.160)

2. Operatorenmit fa6 O;b= 0:::ngund n 2

g = | @, (3.179
A B
Jomi= o Zs(si i msjg (3.170)
s=0

3. Operatorenmit fa6 O0;b= 0:::ngundn 2 : Nur Operaoren, deren Indizesdie
folgerden Relaionen erfillen:

a= Xap, b= Xpp« N Xa)Xp2 (3.18

mit dem Primfaktor py von n, haben ein enartetes Spektrum. Eigerwerte und
EigenzustAnde der betr e®enlen Operatoren haben die Form:

RN G At (3.199
nx 1
. . a _Xil . a\bxas; 2s2; ams . .
Lomil = oo (i )7 20 ajl + sai (3.1%)
a s=0

wobei 2 den Entartungsgiad des Spektrums darstellt. Alle nichtertarteten Ope-
ratoren haben Eigenwerte und Eigernvektoren analog zu denen unter 2. angegelen.






4 Produktop eratorbasis

Nach der Einféhrung einer Basis fik ein einzelnes Quantensystem im vorhergehenden
Kapitel, sol nun ein Quantennetzwerk betrachtet werden. Um die einzehen Knoten
des Netzwerks zu besdtreiben, wird die eingefdhrte unit Are Operatorbasis verwendet.
Es reidht jetzt jedoch nicht mehr, nur die KohArerzvektoren der einzdnen Knoten zur
Besdireibung zu verwenden, sordern esmidssenzusatzlich Korrelationen der Subsysteme
untereinander berAcksichti gt werden. Durch dieseVerallgeneinerung kénnen Netzwerke
nicht-lokale Eigerschaften aufweisan.

4.1 De nition der Produktop eratoren

Um den Zustand eines Netzwerks, bestehend aus N Subsystemen mit jeweils n Ni-
veats, zu besdreiben (hier sollen nur homogere Netzwerke betr achtet werden, d.h. alle
Subsystemehaben gleich viele Niveaus), wird ein nN dimensonaler Produkt hilbertraum
bendtigt:

H@=H ™. ¢e¢- H ™ mit d= n": (4.1)
Der Gesanthilbertraum setzt sich als Produkt der N SubsystemhilbertrAume zusam
men. Wie der d-dimensionale Hilbertraum durch die Produktbasis kann auch der d?-
dimensionale Liouvilleraum durch eine Produktoperatorbasis aufgesmnnt werden. Diese

Basis ist de niert durch ein dyadisches Produkt von N lokalen unitAren Einknotenge-
ratoren O, 1, .

De niti on 5: Produktoperator

Ein Operator, der durch ein Produkt lokaler unitérer Operatoren O, .,
fiv jedenKnoten® = 1:::N de niert werden kann:

o
éc = éfa;bg = 0a1 b = 0a1;b1 - ¢ee- OaN HoN
1=
heivatProduktoperator.

Hier wird die folgerde Vorsdrift zur Indizierung desOperators verwendet:

c=fcyiiong fa;bg= fag;:::;an; b bvg; (4.2)

19
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wobei der Zusammenhang zwisdenden Einzelindizesc: und den Tupeln fa: ;b g wieder
durch Gl. (3.1) gegelenist. Die ¢. oder die Tupel f a: ;b g indizieren den unitAren Ein-
knotenoperator (fax = O;bb = Og oder ¢. = 0 den Einsqperator) des? -ten Subsystens.
Sind alle Indizesnull, d.h. ¢ = 0, ist der Produktoperator idertisch zum Einsoperator
desGeamthilbertraums 4""),

Ausgeterd >\(/on Di(_nition 5 kann man den Produktoperator auch umschreiben
Crang = ¢ 1 PP gagl P jp, + agihpyj - €0¢- jpn + anihpy]
1 PN
= 15®jp+ ajhpj: (4.3)

P
Die abkivzende Schreibweise steht fi folgende Ausdridcke: der Punkt im Exponernt
von ! steht fér ein Skalarprodukt ! P® = 1 i+ ¢®bpn ynd die Zustdnde bezechnen
Zustande in der Produktbasis, wobei die Modulo-Funktion hier komponentenweisever-
standenwird, d.h. jp + ai = jp; + a;i - ¢¢¢- jpy + ayi. Aus Gl. (4.3) ist die Analoge
des Produktoperators im hgherdimensionalen Produktr aum, zu denim letzten Kapitel
eingeféhrt en unit Aren Operatoren direkt erdchtlich.

Zur weiteren Klassizi erung der Produktoperatoren wird der Begr® des Clusters
eingefdhrt. Unter einem Cluster vergeht man eine beliebige Selekion von Knoten des
Netzwerks. Betrachtet man m Subsysteme eines Netzwerks spricht man von einem m-
Cluster (m - N). Ein Operator, der auf diee m-Knoten wirkt, wird Clusteroperator
gerannt. Der Clusteroperator ist ein Produktoperator, wobel fir alle m sekktierten
Subsystemeein nichtt rivialer unitArer Einknotencperator steht, fir alle anderen (™.

De nit ion 6: Clusteroperator

Der m = 0 Clusteroperator ertspricht dem Einsoperator des Gesanthilbert raums ™).
All e lokalen Eigenschaften der Knoten erhAlt man durch Betrachtung der m = 1 Clu-
steroperatoren Korrelationen von der zweiten bis zur N. Ordnung kénnen durch die
hdheren Clusteroperatoren bis hin zum m= N Clusteroperator untersucht werden.

4.2 Eigenschaften der Produktop eratoren

Aus Gl. (3.2) folgt die Anwendung eines Produktoperators auf einen Produktzustand
desGesanthilbertraums:

Crangii = Oayy - 08¢ Oy i, jisi Cotjiyi
= Oy pyjizi - ¢¢- O p jini
1 5%ji + aj: (4.4)
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Hieraus ergbt sich auch die Anwendung desadjungierten Operators auf einen Produkt -
zustand:

i€, p ="M + aj: (4.5)
Einige wichtige Eigerschaften der Produktoperatoren:

1. Unitar itAt: € €Y= 2 folgt aus der Unitaritét der Einknotenoperatoren

Beweis:
& Cr=0, - eee- O OF - ¢ee- OY
=0, 0y - ¢ee- O 0OY
= 4M . ¢eg- 4™ = 4O (4.6)
Im Beweis wurde verwendet, dassOperatoren zu untersdiedlichen Subsystemen
kommuti eren. o
Aus Gl. (3.4) folgt fér den adjungierten und deninversen Produktoperator:
ég:églzlaﬂqua;nibg; mit n = fn;:::;ng: (4.7)
2. Spur: Alle Produktoperatoren bis auf den Operator €, sind spurlos:
Spurf €.g = ON ce 0 (4.8)
nt c¢c=0
Beweis:
Spurf C.g= Spurf O, - ¢e¢- O g
= Spur,f 0, g ¢t¢Spury f O, g (4.9)

Die Spur der unitAren Einknotenoperatoren ist immer null, esseidem eshandelt
sich um den Operator Oy. Die Spur desProduktoperators kann nur ungleich null
sein wennkein nichttrivialer unitArer Operaor auftaucht, d.h. der Produktopera
tor der Einsoperator ist. Damit ist die Spurrelation (Gl. (4.8)) gezegt. a

Mit Hilfe dieser Spurrelation kann eine Orthogoralit Atsrelation fir die Produkt-
operatoren formuliert werden:

SpUrf &, g Claop0g0 = NN o0 B0 (4.10

Fiv die nachstehenden Betrachtungenwerden noch einige Operatorrelationen bengti gt,
die an dieserStelle kurz eingefdhrt werden solen:

0

éfa;bgéfao;b"g = | b@ éfa+ a%; b+ bg» (4.119
Y Lab 343 i

(éfa;bg)/ =1 28 A% néﬁ/;a;ﬂ)g- (4.1]b)
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Die hier im Index der Operatoren auftr etenden Modulofunkti onen werden komponen

beiden Relationen folgenaus GI. (3.78) und (3.7b). Die Vertauschungsrelationen fiy die
Produkt operatoren ergeben sich hier analog zu denen der unit Aren Operatoren:

[éfa;bg; éfao:bog]§ = (! bqao§ ! amo)éfﬂ;b;bog: (4'12)

Zwei Produkt operatoren kommuti eren, wenn die Bedingung b ¢a®; a ¢b°= 0 erfilt ist.

4.3 Eigenwerte und EigenzustAnde

Mit Hilfe derin Kapit el 3.4 besdhriebenen Eigerwerte und Eigerzustande unitArer Opera-
toren kdnnen jetzt die Eigerwerte und Eigerzustande der Produktoperaoren berednet
werden Die Eigerwertgleichung eines unit Aren Operaors lautet:

Fir den Produktoperator soll geken:
Cjrli=ntjnli: (4.14)

Aus De nition 5 der Produktoperatoren sieht man unmitt elbar, wie die Eigerwerte und
Eigerzustande der Produktoperaoren mit denen der unit &ren Operatoren zusanmen
hangen

ot = T (4.15a)
m 5 M1 .
1:1
iji:CDI e (4.15b)
m > M ° "
121

Die Eigenwertgleichung der Produktoperatoren wird durch die Zustande ja¢ i erfillt.
Der Indexvektor c¢ indiziert die beteiligten unitAren Operatoren, m = fmgy;:::;myg
indiziert die zu den unit &ren Operatoren gehdrigen EigenaisAnde. Der Eigerzustand
jec i ist ein Produktzustand, jeder Knotenist in einem lokal de nierten Zustand j, n. i.
Da die Eigenwerte der unitAren Operatoren n-te Einheitswurzeln sind, sind auch die
Eigerwerte ot der Produktoperatoren n-te Einheitswurzeln, was aus Gl. (4.15a) folgt.

Fir den Fall n 2 haben alle lokalen unit Aren Operatoren (De nition 3) bis auf
den trivialen Operator U, ein nichtentartetes Spektrum, d.h. man kann auf die Entar-
tungsstruktur des Spektrums der Produktoperatoren schlie¥senZu jedemEigenwert a g,
gehdren N, verschiedene Eigenzustande, d.h. jeder Eigenwert seiN,-fach ertartet. Ins-
gesant gibt esnN Eigerzustdnde zu jedem Produktoperator, d.h. die Operatoren haben
vollen Rang. Es gibt allerdings nur n verschiedene Einhetswurzeln als Eigenwerte des
Produktoperators, da das Produkt aus Gl. (4.158 im Raum der n-ten Einheitswurzeln
bleibt. Da eszu jedem unitAren Operaor gerau n versciedene Eigerwerte | m. gibt
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und alle unitAren Operaoren die gleichen Eigenwerte haben, kommt jede Einheit swur-
zel gleich oft als Eigerwert vor. Aus diesenBberlegungenfolgt fidr den Entartungsgrad:

nN .
N,= —=nNit (4.16)

Ist n keine Primzahl, sohaben einige unitAre Operatoren schon ein ertart etes Spektrum,
was die Entartung einiger Produktoperatoren ethghen kann. Spater wird dieseTatsache
die Gleichbehandlung von Systemenmit n2 und n 2 verhindern.

4.4 Entwicklung von Dichtematrizen nach
Produktop eratoren

Der Hilbertraum deshier betr achteten Quantennetzwerks hat die Dimension nN. Damit
hat der Liouvilleraum die Dimension n?N. Fir die Produktoperatoren gilt die Ortho-
gonalitatsrelation Gl. (4.10). Daraus folgt, dassdie n®N linear unabhéngigen Produkt-
operatoren eine vollstAndige orthogonale unitére Basis des Liouvilleraums darsgtellen.
Jeder Dichteoperator der Dimension nN £ nN ist deshalb in dieseBass entwickelbar.
Die Produktoperatorentwicklung des Dichteoperators hat die Form:
H X 1
%= niN v+ u®C (4.17)
C

c60

mit den Koez zierten

uc(%} = Spurf C! %g: (4.18

Mit den in De nition 6 vorgesellten Clusteroperatoren las¢ sich die Bedeutung
der einzelnen Terme der Entwicklung noch weiter veransdaulichen. Man betr achtet zu-
nAchst in der Produktoperatorertwicklung Gl. (4.17) nur Terme mit Produktoperatoren,
die m = 1-Clusteroperatoren zum * -ten Subsystem ertsprechen, mit den Entwicklungs-
koezx zierten

*)
U 0;::::0ic: 07509 = SPUIf (Cc )’ . (4.19

All e diesezum 1 -ten Subsystem gehdrigenKoexz zierten zusanmen ertsprechen demim
letzten Kapit el vorgeselit en KohArenzvektor u des? -ten Knotens Nimmt man nun alle
Produktoperatoren, die nur aus zwei nichtt rivialen Einknotenoperatoren zweier Knoten
1 und ° bestehen, alsoeinen m = 2-Clugter, mit den Entwicklungskoezx zierten
_ C(l:° )\y

ufO;ZZZ;O;C1 ;050055050 50522109 — Spurf( C ;Co) 1)@ (420)
erhdlt man die Korrelationsmatrix zwisden den Knoten! und °©. DieseBetrachtung
kann bis hin zum maximalen Clusteroperator m = N fortgefhrt werden, in dem keine
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trivialen unit Aren Operaioren mehr im Produkt vorkommen Die Menge aller Entwick-
lungskoetzi erten u. erthAlt also sAmtliche Informationen (Koharenzvektoren und alle
Korrelationen bilokale, trilokale usw.) #ber das System Alle diese Koetzierten zu-
sanmengefasstwerdenim Folgerden als KorrelationstensorU = (u;) bezechnet. Dieses
Objekt ist ein Tensa N-ter Stufe, der sAmtliche KohArerzvektoren und alle hdheren
Korrelationen bis hin zur maximalen Korrelation zwiscen allen Knoten erthAlt. In

Abbildung 4.1 sind alle dieseElemerte fiv den Fall N = 3 aufgelistet, alles weitere ist
in [22] zu nden

ufcl;O;Og

0L - 4@ . 46
|

Ufoicpicag
10 02 . 09

LR (R ¢

LIf0;0;03g

O I 1C)

ufO;cz;Og

0® - 0@ . 0P
1 2 3

Abb . 4.1: Korrelationstensordemerte u. fév ein homogenesQuantennetzwerk bestehend ausN = 3
Subsystemen mit jeweils n Niveaus. Gezigt sind sAmtlic he Elemente u¢, wobei gilt ¢. = 0;:::; n%j 1.

Neben denlokalen Operatorenund Koh&renzwektoren sind alle méglichen hdheren Cluster, bilokale (m =
2) und der maximale, trilokale Cluster (m = 3) mit denentsprechenden Clusteroperatoren eingezeitinet.

Es sol noch darauf hingewiesenwerden, dassder Korrelationstenor nicht die Ver-
schrAankungen des Systems direkt angibt. Um den Versdrankungstensor zu erhalten,
missennoch - wie in [22, 24] besdirieben - jeweils alle Korrelationen niedrigerer Ord-
nung abgezog@n werden. Das bedeutet umgekehrt, dassman aus dem Vorhandensein
von Korrelationen nicht auf die Versdrankung eines Zustands sdlieYaerkann.
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4.5 Korrelationstensor eines beliebigen Zustands

Hier sol nun das Korrelationstensorelerert u. eines allgemeinen reinen Zustands jAi
berechnet werden Dazu ist essinnvoll, jAi in die Produktbasiszu entwickeln:

L X < 1 X
Ai = jiihijAi = = Ajii (4.2)
i Anorm :
mit
~ S .o~
Anorm = JA| 12: (4.22)

Die Dichtematrix einesreinen Zustands beretnet sich nach
1 X X
i A AIINh J: (4.23

norm i J

%= jAihAj =

Das Elemert u. desKorrelationstensors wird berechnet nach Gl. (4.18) unter Verwen-
dung von Gl. (4.7) (Doppéelindex-Notati on):

Ura;ng(%} = Spurf éfya;bg
X 1 XX L
= MKz A AT CY . jiin jki
k norm | J
X 1 XX L
= tKjx AR E, o ngiing jki
k orm i J
1 X X X
= Anz— AATTAPETPTRKL§ aihj jki
or m k i J
- 1 X A Ao | aby i bi.
-_ T AI Aii a‘* H . (4'24)

or m |

Das Elemert desKorrelationstersors einesbeliebigen Zustands jAi ist:

1 X .
Urapg(® = 1 A A: 1abyibeth (4.29

or m i






5 Spezielle reine und gemischte
ZustAnde

Nun sollen die schon des Bfteren erwdhnten spezielen reinen und gemischten Zustan-
de, die in dieserArbeit Verwendung nden, vorgesellt und naher untersucht werden
(darunter die schon in Kapitel 2.2 vorgesellten W ern er -Zustande).

5.1 ,KatzenzustAnda

Einesder bekanntesten Gedankenexperimerte ist dasin [18] von A. Schr &dinge r 1935
bestriebene KatzenParadoxon. In einer Kiste be ndet sich eine Katze zusammen mit

eineminstabilen Atom, das mit einer besimmten Halbwertszeit zerfallt. ZerfAllt es,|dst

eseinen Mechanismus aus, der mit Hilfe von Zyanid die Katze sofott tétet. Da man von
au¥sendie Katze nicht beobadten kann, wei%zman nicht, ob die Katze lebt oder sdon
tot ist. In diesemExperiment wird die Katze (makroskopisches Objekt) mit dem Atom

(mikroskopisches Objekt) verkngpft. Das bedeutet, die Katze wird als quantenmeda-
nisches Objekt interpretiert. Daraus reaultiert das oben angespochene Paradoxon, da
Katzenin unsereg Welt nicht als quantenmedanische Objekte in Erscheinung treten, hier
sich aber, sowird unterstellt, eine Superpostion aus ,Katze lebt\ und ,Katze ist tof\

einstellen kann. Den gesanten Zustand des Systems k@nnte man wie folgt bescreiben,

wem das Atom anfangs vom angeregten Zustand jli aoiom in den Grundzustand jOi atom ,
und die Katze vom Zustand lebend jlikawe in den Zustand tot jOi kape BoErgeht:

JGesam‘ZUStand' = p—é(J 1 Atom]lI Katze + JOl Atom]oI Katze): (5-1)

DieserZustand ertspricht dem schon in Kapitel 2.2.1 eingefdhrten EPR-Zustand (siehe
auch [17]) und soll im Folgerden als , Katzerzustand bezechnet werden. Der EPR-
oder Katzerzustand ist maximal verschrénkt, wie man anhand quantitativer Separabi-
litAtskriterien Bberprifen kann (siehe Kapitel 6).

Wie in Kapitel 2.2.2 dargestelt, gibt eseine vollstAndige orthonormale Basis maxi-
mal verschrénkter Zustande. DieseZustande kénnen durch Anwendung lokaler unit Arer
Transformati onen auf den Zustand Gl. (5.1) erzewt werden. Lokale unit Are Transforma-
tionen, reprdsentiert durch die in Kapitel 4 eingefdhrt en Produktoperatoren, verdndern
Entropie und Versdirankung der Zustande nicht.

27
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5.2 Verallgemeinerte Katz enzustAnde

Es ist m@dich, die De nition der Katzerzustande (Gl. (5.1)) auf beliebig viele Knoten
N eineshomogeren Netzwerks mit beliebig vielenNiveaus n auszudehnen:
1 Xt1o 1 X1t
jKatzéitg.0q := P= jit = p= iyl (5.2)
n i=0 =0 n i=0
Hierbei wird in Anlehnung an die Produktoperatoren der Standardkatzerzustand mit
f0;0g indiziert. Alle anderen maximal verschrankten ZustAnde kénnen durch Anwen-
dung desertsprechenden Produktoperators auf diesenStandardzustand erzeugt werden:

jKatz€ 1ang = CrangiKatzdooq: (5.3)

Es sol hier noch darauf verwiesenwerden, dass es n?N Produktoperatoren gibt, die
Dimenson desHilbertraums aber nur nN ist, d.h. nicht alle der so erzewgten Zustande
sind wirklich linear unabhAngig. Die Dichtematrix des Standardzustands hat die Form:

L XIX
Do « = JKaLZE 1004 fo:0glKaLZY = - Jji; casdihg oo (5.4)
i=0 j=0
Fiv detailliertere Informati onen zu maximal verscrankten Zustanden soll auf ergdnzen
de Literaur [22, 15] verwiesenwerden.
Esist mddich, den Katzerzugand - wie in Kapitel 4.4 beschrieben - nach Produkt-
operatoren zu ertwickeln. Die Dichtematrix des Katzerezustands hat dann die folgerde

Form:
1 H X 1
%atz e — n_N -AL + uc(%at ze) CC (55)
C

mit dem Korrelationstensor U = (U¢(%a ..)). DieseEntwicklung wird sich im Weiteren
als ghnstig erweisen Das Korrelationstensorelenent berechnet sich nach Gl. (4.198):

uc(%atze) = Spurfég%atzeg
X1t
= Spurf% CYjiz :iihy;iiig
i=0 j=0
1 X X Ix1 _ _
= = abypi(bu+ 6w eii i ap;iiiii i anihjjki
@D N iz =0
1X Xix1 o
- = I ab! i (ib1+¢egiby ) ikl;m ¢¢¢i—kN iy ¢#;k1 ¢¢¢#;kN
k =0 j=0
1N 1N 1 o _
- = I ab! i (ib1+ ¢egiby ) #,m ¢¢¢# ;M: (56)

n . .
i=0 j=0
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Mit dem ersten Kr oneck er -Delta kollabiert die Summe #@ber j. Aus den anderen
Kr oneck er -Deltas folgt dann, dassalle a. gleich sein mssen damit der Koex+ ziert
Bberhaupt von null verschieden sen kann. Betrachtet man dann noch die Summe gber
i, die, wenn b, + ¢¢¢+ by kein Vielfachesvon n ist, mit Hilfe der geomnetrischen Reihe
berechnet werden kann, so erhalt man:

(P, P
1 N _
X | i i(bu+cogby) — o 1=n b =0 (5.7)
o Piolu (b eosy) = LOCUEINL 2 g gorpt '

Aus diesen Bberlegungenfolgt, dassdas Korrelationstensorelemert nur von null verschie-
denist und denWert ! 2P = 1 abi+¢®bv) = 1 hat wenndie IndizesdesProduktoperators
[:ngende Bedingungenerfidllen: alle a: midssengleich seinund fi die b gilt die Beziehung

.-, b = 0. Damit kann man die Produktoperatorentwicklung desverallgenmeinerten

Katzerrustands umsdreiben:

H X 1X 1
1+ éfa;bg i(P Nk =0) (5.8)
a=0 b

1
%atze - n_N

wobei der Terma = 0;b = 0 in der Summe nicht mitgerommen wird. Die Bedingung,
dassalle a gleich sind, wird hier durch die Forderung a = fa;:::; ag bericksichtigt, die
zweite Bedingung fiv sAmtliche b wird als +-Funktion formullert.

5.3 Verallgemeinerter WerNER-Z ustand

Die bis jetzt angegelenen Zustdnde waren alle rein, d.h. esist mgglich, sie als Vek-
toren im Hilbertraum darzustdlen. Im Folgerden betrachten wir eine spezelle Klasse
genischter Zustande, die so gerannten We rne r -Zusténde [14], die eine Miscung des
Kat zerzustands (also des maximal verschrankten Zustands) mit dem total gemischten
Zustand mittels einesMiscungsparameters 0 - 2 - 1 darstellen. ZunAchst werden hier
Netzwerke bestehend aus zwei Subsystemen mit zwei Niveaus betr achtet; die Werne r -
ZustAnde werden durch die Dichtematrix

%emer = %(1 i 2)ﬁ(4) + 2 %at ze (5'9)

bestirieben. Fiv 2 = 0 ist %%.... der total gemischte Zustand, wahrend fiv 2 = 1
Demer der Katzerezustand ist. Hier soll explizit darauf hingewiesenwerden, dass die
We rn er -ZustAnde nur eine kleine Untergruppe der Menge aller gemischten ZustAnde
darstellen.
Auch die We rne r -Zusténde kénnen mit Hilfe der verallgemeinerten Katzenaist Ande
(Gl. (5.2)) auf N Subsystememit n Niveaus erweitert werden:
1

o = (i AT - 29 (510
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Im weiteren Verlauf solen dieseZustande als verallgeneinerte We rne r -Zusténde be-
zeichnet werden. Untersucht man zunichst die Produktoperatorentwicklung desverall-
geneinerten Werne r -Zustands

M X l
nN 1 1
erngr = n_N(l i 2)-AL+ 2 n_N -AL + uc(%at ze) éC
M X T
- SO (511

c

und vergleicht diese mit der des verallgeneinerten Katzerezustands (Gl. (5.5)), ndet
man, dassalle Korrelationen mit 2 skaliert sind.

5.4 ,Blassda ZustAnde

Es ist méglich, noch eine weitere Veralgeménerung vorzunehmen. Es werden nun Zu-
stAnde betrachtet der Form:

1
%Iass = n_N(:L' 2)i+ 2ae'ein: (512)

An Stelle desKat zerzustands wird jetzt ein beliebiger, reiner Zustand jAi mit der Dich-
temarix %,, = jAihAj verwendet.

Wie die W ern er -ZustaAnde kann auch dieserZustand nach Produktoperaoren, unter
Verwendung der Produktoperatorentwicklung desallgemeinen Zustands %%,,,, entwickelt
werden (siehe Kapitel 4.5). DieseZustande hei%en ,blas3, da alle Korrelationen mit 2
nadh unten skaliert sind.

DieseZustandsklasseernthalt als Spezialfall sdmtliche We rne r -Zusténde, trotzdem
gibt esnoch weitaus mehr gemischte Zusténde, die nicht zu dieser Klassegehdren
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Schon einige Male wurdenin dieserArb eit die Begri®e Verschrankungund Seprahilit At
verwendet. In diesemKapit el solen diesewichti genEigersdhaften quantenmechanisder
ZustAnde de niert werden.

6.1 Sepaabilitat und Verschrankung

In einem Quantennetzwerk, bestehend aus N Subsystemenmit jeweils n Niveaus, kann
eszur Verstrdnkung der Subsysteme untereinander kommen.

De niti on 7: Separabilit At und Versdrankung

Versdrankung wird als Gegerteil von Separabilit At de niert:

ist se@rabel , %zist nicht verscrankt.

Separable Zustande las®en sich in ProduktzustAnde zedegen, weshalb die Seprabilit At
Boer die Zerdegbarkeit von Zustanden in Produktzustande de niert wird.

De niti on 8: Separabler Zustand

Ein vollstAndig se@rabler Zustand ist de niert als konvexe Kombination
von Tensorprodukten:

X o
%= pli) %)

i 1=1

mit dem Gesantzustand Y2und der Dichtematrix des?! -ten Subsystens
»4*) im Hilbertraum H M,

Der semrable Zustand %zist eine Mischung von Produkt zustanden:

o
%, = $) (6.1)

1=1

mit den Gewichten p(i). Bei einem Produktzustand ist jedes Subsystem lokal in einem
de nierten Zustand, es liegenalso keine Vershrankungen vor. Eine Mischung sokh

31



32 6 Separabilit At

semrabler ZustAnde kann keine Verstirdnkung erzeugen Fiv verschrénkte ZustAnde,
Zustande mit nichtl okalen Eigerschaften, gibt eskeine Zerlegung nach De nition 8.

Die Zerdegung nach De nition 8 ist nicht eindeutig, d.h. esgibt viele untersciedliche
Zeregungen in verschiedene Produktzustande, die zum gleichen Gesantzustand fhren.
Dieshat zur Folge, dassesredcht schwierig ist zu ertscheiden, ob ein Zustand des Ge-
santhilbertraums seprabel ist oder nicht. Bis jetzt (2002) gibt esnoch kein allgenein
glltigesKriterium filv Separabilitat, und auch die direkte Konstruktion einer Zeegung
(wie in De nition 8) ist auf Grund ihrer Mehrdeuti gkeit schwierig durchfhrbar.

6.2 SepaabilitAtskrit erien

Um entscheiden zu kénnen, ob ein Zustand semrabel oder versdrénkt ist, bendtigt man
ein Separabilit Atskriterium. Hier sollen einige Seprabilit Atskriterien fir einzelre Zu-
standsgruppen vorgesellt werden. Scon in der Einleitung wurde angespochen, dass
eine gro¥zeMenge an notwendgen als auch an hinreichenden Kriterien zur Verfdgung
steht, von deren allerdings viele im konkreten Fall nicht operabel sind. Deshalb solen
hier nur die fiv dieseArbeit nitzlichen Kriterien vorgesellt werden. Eine Zusanmen
stellung der meisten bis jetzt erarbeiteten Kriterien kann in [7] gefunden werden.

6.2.1 Reine ZustAnde

Fiv reine Zustande ist esnicht schwierig zu untersdeiden, ob ein seprabler oder ein
verscrankter Zustand vorliegt. Man berechnet direkt die reduzierten Dichtematrizen
Be ndensich die einzelnen Subsysteme auch in reinen Zustanden, ist der Gesantzustand
semrabel. Ob die einzehen Subsystemein reinen ZustAnden sind, kann mit der Spur
desDichtematrixquadrats entschieden werden

Theor em 3:

Die Dichtematrix des!-ten Subsystemsist: % = Spur..... ,f%9. Die

Dichtematrix %2ist gerau dann seprabel, wem fiv * = 1;:::;N qilt:
Spurf ¥%g= 1

Fiv reine Zustande gibt esauYsedem noch eine gro¥seZahl auch quantitati ver Separa-
bilit Atskrit erien, die in der Lage sind, den Grad der Verstirankung zu messenz.B. die
lokale v. Neumann Entropie (siehe dazu[7]).

6.2.2 Gemischte ZustAnde

Fir gemischte ZustAnde ist es weit schwieriger zu ertscheiden, ob ein verschrankter
oder seprabler Zustand vorliegt. Da kein allgenein giltigesKriterium fiv Separabilit At
existiert, gibt eseine gro“zeZahl an notwendigen und hinreichenden Kri terien, mit deren
Hilfe man Zustande auf Versdrankung untersuchen kann.
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Peres-Kriterium (P PT-K riterium)

Ein notwendiges SeparabilitAtskriterium ist das von Pere s [8] entwickelte Kriterium
postiver Partielltransponierter (PPT-Kr iterium):

Theor em 4:

Ist ¥2separabel, folgt, dassalle partielltransponierten Matrizen positiv,
d.h. echte Zusténde sind:

semrabel) % . O

d° bezeitinet die partielltransponierte Matrix beziglich des®-ten Subsystems. Stellt
man die Dichtematrix »2in der Produktbasis dar
X X
Vo= b ijiinj j; (6.2)
i

erredhnet sich die Parti elltr ansponierte des °© -ten Subsystem nach

T X X .. TR . . oy - - . .
e = Rj%j i cs;jesornyininjgiryio i jnge (6.3)

P

»d° 0 bedeutet hier, dassdie Matrix positiv de nit ist, d.h. alle Eigerwerte grévsemnder
gleich null sind. DieseEigensdaft kann direkt dberprift werden, indem man die Eigen
werte auf Postivitat untersucht, oder indem man die Cauchy -Schwarz -Ungleichung
verwendet (siehe Kapitel 2.1). Alle Zustande, die das Peres -Kriterium erfdllen, also
derenParti elltransponierte sAmtlich positiv sind, nent man Positiv-Parti ellt ransponier-
te-ZustAnde oder PPT-Zustande.

Das Peres -Kriterium ist vollstAndig scharf (notwendig und hinreichend) fiv 2£ 2
und 2£ 3 Systeme. Fi alle grévseen Netzwerke ist das Kriterium nur ein notwendges
Separabilit Atskrit erium. Es gibt nAmlich Zustande, die das Kriterium erféllen - d.h. alle
parti elltr ansponierten Matrizen sind postiv - aber trotzdem nicht separabel sind. Sd-
che ZustAnde nemt man gelundenversdrankte-ZustAnde. Andererséts gilt, dassder
Gesantzustand mit Sicherheit versdrankt ist, wenn nur eine partiellt ransponierte Ma-
trix nicht postiv ist. Zur Veranschaulichung solen die versdiedenen, hier vorgesellten
ZustaAnde, in einem qualitativen Bild dargestdlt werden, siehe Abbildung 6.1. Es wird
aber darauf verwiesen dassaus dieserAbbildung keinerlei Informationen ber die tat-
sAchliche Struktur und GréVsedesZustandsraums sawie die Lage der Grenzengewonnen
werden kénnen

Korrelationst ensarkriterium

Lediglich ein weiteres, allerdings nur hinreichendes Kriterium fiv Separabilit &, sol an
diese Stelle vorgesellt werden das bisher stharfste Separabilit Atskriterium (siehe [6]).
Der in Kapitel 4 eingefdhrte Korrelationstenor enthAlt sAmtliche Informationen Bber
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reiner Zustand

Pin

Peres
Kriterium

gebundenverschrankte
Zustande

%5 . reiner Produktzustand

[ Sepamble Zustande
Il Verschrankte Zustdnde
Hl Bloch Kugel

Abb . 6.1: Struktur desZustandsraums(vgl. [7]). Dieeingezeitinete Per es-Grenzeist nur schematisch
dargestdlt; das PPT-K rit erium ist fir alle Zustédnde innerhalb dieser Grenze erflllt. Die geburden
verschrAnkten-Zustande erfillen zwar das Kriterium, sind jedoch trotzdem verschrankt. Die ,blassen
ZustAndeliegenin AbhAngigkeit von 2 auf Verbindungsdini en zwischen reinen ZustAndenund dem total
gemighten Zustand in der Mit te.

das System. Es ist méglich, ein Kriterium basierend auf dem Korrelationstensor zu
de nieren

Theor em 5:

Gilt filv den Korrelationstensor U eines Systemsim Zustand %2bestehend
aus zwei Subsystemen:
X

jUuej - 2 ) Yeseparabd:

c

Leider greift diesesKri terium meist nur in einer selr engenUmgebung des total gemsa-
ten Zustands und ist nur fiv Systemebestehend aus zwei Subsystemen giltig.

6.3 PPT-Kriterium fir den verallgemeinerten
WERNER-Zustand

Fiv denverallgeneinerten We rne r -Zustand (Gl. (5.10)) ist esgelungenzu zeigen, dass
das Per es-Kriterium fiv beliebig viele Subsysteme und beliebig viele Niveaus savohl
hinreichend als auch notwendig ist (siehe [6, 25]). Dabei wird zunAchst ein notwendi-
ges Separabil it Atskrit eium verwendet: das Peres -Kriterium. Aus diesen erhdlt man
eine Bedingung fiv Separabilitat, die in den We rne r -Zustand eingesett wird. Der so
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erhaltene Zustand wird dann explizit separiert.
Hier sol also zunAchst das PPT-Kriterium fiv verallgeneinerte We rn er -Zustande
berechnet werden

PERes-Kriterium fir verallgemeinerte WERNER-Zustand

Zunichsgt wird fiv die verallgeneinerten We rne r -Zust Ande %2die Parti elltr ansponierte
von Gl. (5.10) berechnet und auf PositivitAat mit Hilfe der Cauchy-Schwarz -Unglei-
chung untersudt (Theorem 1). Folgerde Abkgrzungen werden dabei verwendet:

Jil = jiq;iiie;iinyind; (6.48)
jJi=gjuiisije; i jni analog jki und jmi; (6.4b)
T = Jigyiigjosiinyind; (6.40
0= Jjo e jni analog jRi und jmi; (6.4d)
mit denen sich die Partielltransponierte beziglich Subsystem© als
X X
v = %%, jtihf (6.5)

i
schreiben |asst Die zu untersuchende Cauch y-Schw arz -Ungleichung hat nun die fol-
gerde Form:
hkjp3° jkihmj23° jmi | jhkj®3" jmij 2 (6.6)
Berethnung der rediten Seite von Gl. (6.6):
X X
hkj»3 jmi = %, MKjTihjjmi
X X
= % ik;‘r ij“;m
]

P
Ri( (11 2+ 2% )imi 67)

Der 4-Operator hat keine Nichtdiagmalelemerte, d.h. man mussnur den zweiten Sum-
manden betrachten, wobei die Dichtematrix desveralgeneinerten Katzerzustands (GI.
(5.4)) verwendet wird:

2 X1x1
Rj2 %%, Jjmi = IKj — jiyconiihy ooy mi
i=0 =0

N IN 1
ik;fi;:::;ig i*‘J'JZZZJJ' gm - (68)

2
n . .
i=0 j=0
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Man sieht, dassalle nichtversdcwindenden Elemene hier % sind. Jetzt berechnet man
die Terme der linken Seite von Gl. (6.6) zu einem diesernichtversdwindenden Elemen

te z.B. jJRi = ji;:iopiiound jmi = jjingi, dohe jkio = g cinygs i und jmi =
jiiiioi o i, wobei die Transposiion an der © -ten Stelle statt gefunden hat:
X X
H(j%”jki = £ 00 L R I | 1 1| i [H A I |

i

v%m:j;:ﬂgfm:j;:jg
= b iR 1+ 23, )ji; iy

= n—N(li )+ 2h; iy Yaae iy i i

= i)
Xix1
+ 2 (0 TS IS | B 11 o] o M o | MR D | (6.9)
I=0 p=0

Da der letzte Termimmer null ist, erhAlt man alsodasMatrixelement (1 2). Analog
beredhnet sich der zweite Term der linken Sete von Gl. (6.6) mit Vektor jmi. Setzt man
allesin die Cauchy-Schwarz -Ungleichung (6.6) ein, erhAlt man:

H 1 LB 22
n_N(li 2y — (6.10

Diese Ungleichung lAsst sich nach 2 au’ésen und man erhAlt damit die notwendige
Separabilit Atsbedngung:

1
2, 0 =2 .
nNi 141~ e (6.11)
Alle Zustande mit grélseem 2 als 2., = —r;x sind in jedem Fall verschrAnkt. Ob

Zustédnde mit einem2 - 2. separabel sind, kann hier noch nicht ertschieden werden.
Dazu mivse noch ein hinreichendes Kri terium untersucht werden. Das oben besdrie-
bene Korrelationstensorkriterium versagt hier jedoch. Die Vorgehensweiseware nun zu
versuchen, den Zustand mit 2, explizit zu seprieren. Diesist mit den spéter in dieser
Arbeit vorgesellten Paketen (siehe Kapitel 7) und einem Medhanismus zur Herstellung
von Werne r -ZustAnden an der Separabilit Atsgrenze mgglich.

6.4 PPT-Kriterium ,blassk ZustAnde

Auch fiv denallgeneinen ,blasseh Zustand %%, .. (Gl. (5.12)) ist esmgglich, dasPeres -
Kriterium zu untersuchen:

1

= (1i 2%+ 2jAinAj: (6.12)

1
%ass = n_N(:L' 2)i+ 2p%:in =
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Der reine Zustand jAi IAsstsich in die Produktb asis entwickeln

< 1 X
JAI = = Ajit; (6.13
norm
woraus sich die Dichtematrix des,blasseh Zustands ergibt:
1 2 X X
%!ass = n_N(l i 2)'AL+ Az Ai Aj n Ih] J- (614)

norm i ]
Fiv diese Dichtematrix muss jetzt die Partielltransponierte berechnet werden Dazu
werden die D§:<_ni)'t<ione|1 aus Gl. (6.4a)-(6.4d) verwendet:
vg;ss = %,J JTIhrJ
XX
= hj %3 a6 1] 1 TINT]
R !
X X 1 2 X X o .
= hj — @i 9%+ ~—— A AL jkihmj o jjijTihf
H i nN Ar%orm
i j k m
2 X X X X
A2
norm i ] k m
1 2 X X
= =1 91+ 55 A A7 jtihf: (6.15
n Anorm i j
Nach dem Pere s-Kriterium muss dieseMatrix wieder positiv de nit sen, wasauch hier
mit der Cauchy-Schwarz -Ungleichung (De nition 1) gezegt wird. ZunAchst m@ssen
die Matrixelemerte beredinet werden:

A, AL hijkihm jj ij Tihfj

= i 9t

1 2 X X .
MK} Dse jMi = (1 2)hkjdjmi + % A A7 hkjtihfjmi
norm i ]
2 X X .
= A2 A AJ' ik;l“ifm
norm i i
2 X
= A2 Ai Aj Heyiiy C0CH, dr ¢¢¢ikN in Fomg ¢ m, ¢¢¢#N;mN
norm i j
2
= ——A A% (6.16)
Ar%orm ko
1 2 X X
MK Pess JKI = 5 (10 2) + 53 A A HkjTifki
n norm i ]
1 2 X X .
= @i 9+ 5 A A
norm i J
Heysiy G0CH dr ¢¢¢ikN HI ¢# ke GO0 i ¢¢¢#N KN
1 2 o .
= n—N(ll 2) + Az—Ak A (6.17)

norm
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Das letzte Matrixelemert beredinet sich nativlich analog zum vorletzten. Jetzt kann
man dieseMatrixelemente in die Cauch y-Schw arz -Ungleichung einsetzen

E 2 ZZ u 1 2 ﬂ H 1 2 ﬂ
—— A AL (L )+ —AGE (L )+ ——jAnj? : (6.18)
Ar%orm K m nN Ar%orm nN Ar%orm "
fe4tr (3
\)ersmrérﬁkter
,,,,,,,,,,,, Bereich
O semrabler | ‘

Bereich

2 2
sep Peres

Abb . 6.2: Schematische Darstellung der Funktion f (2).

Dieskann zu einer in 2 quadratischen Ungleichung der Form f (2) , 0 umgeformt wer-
den. Zur Veranschaulichung diene die stchematisde Abbildung 6.2 Betrachtet man die
Gleichheit und berecnet 2 aus dieserGleichung, erhAlt man zwei Ldsungen von deren
eine kleiner null ist und damit aussdeidet, dagilt 0- 2 - 1. Das Ergelnis ist somit:
2 = 3 25%0,,“ (619
2A%m i NN JAGPH JARP T (A% JARTD)? + A1A% AR |2

Um nun das tatsachliche 2., zu erhalten, muss man beziglich aller m@gdichen k bzw.
m minimieren Das kleinste 2, das man erhalt, ist das tatsachliche 2,... .

> 3
A2
ZPEYGS = mln 4 ~ . ~ ~ Zﬁnorm ' 5
fkmg 2R2 i nN jAG2+ jAni2i T (AgZi JAmidZ + 4JAJHAR |2
(6.20

Bber die Separabilit At kann hier keine Aussagegemact werden, da esanalytisch nicht
mdglich ist, mit diesen®?,... weiterzuarbeiten. Das Ergeknis kann nur dem numerischen
Verdeich mit 2,,.., dienen, das durch dasspéter in dieser Arb eit vorgesellte Mischungs-
verfahren erzewt wird.
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In diesam Kapit el solen seprable ZustAnde, so gerannte Pakete mit interessaten Ei-
gerschaften vorgesellt werden. Diesewerden im nAdsten Kapitel verwendet, um ver-
allgemeinerte W ern er -Zustéande durch Miscung zu erzewgen

7.1 De nition der Pakete

Durch die Mischung ausgevéhlter Eigenaist Ande einesProduktoperators (hier Mischung
aller ZustAnde zum gleichen Eigenwert) kénnen interesante quantenmedanische Zu-
stAnde erzewgt werden. Die Eigenzustande ja¢ i der Produktoperatoren sind Produkt-
zustande (siehe Kapitel 4.3). Mischt man solche nichtverschrankten Zustande, erhalt
man wieder einen semrablen Zustand (siehe De nition 8). Die ZustAnde, die durch Mi-
schung aller Eigerzustande zum gleichen Eigenwert einesProduktoperators ¢ ertstehen,
werden hier als Pakete bezethnet.

De niti on 9:; Pakete

Mischt man alle Eigereustande jo¢ i einesProduktoperators E. (c 6 0)

zum gleichen Eigerwert &% = i3 mit s = 0:::nj 1, mit gleicher
Gewichtung, erhdlt man den Zustand
1 x inC i C ; Cc iS
Raw(C18) = - JEm e e, = 1)

Z m

DieserZustand wird als Paket bezechnet.

N, = nNilist die Anzah der EigenaistAnde des Produktoperators zum Eigenwert
a¢ = 1is dh. der Entartungsgmad (siehe Gl. (4.16)). Die Summe |Auft Bber alle
EigerzustAnde m, wird jedoch durch die +Funktion auf EigerzustAnde zum gleichen
Eigenwert (bestimmt durch s) bestirdnkt. Die Annahme der Eigerwerte des Produkt -
operators als n-te Einheitswurzeln folgt aus Kapitel 4.3 (j s wird hier nur aus Grnden
der Darstellung verwendet) .

Esist zunAdst sinnvoll, auch diesenZustand nach Produktoperatoren zu entwickeln.
Die direkte Berecdhnung des Korrelationstensorelenents ist jedoch, wegender kompli-
zierten Eigenaustandsstruktur der Produktoperatoren, schwierig. Deshalb sol hier der
umgekehrt e Weg eingestilagen werden: Angabe einer Produktoperatordarstellung und
Verdeich diesermit den hier de nierten Paketen. Au%edem solen hier nur Systeme

39
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mit n 2  betrachtet werden, da bei dieseneine gestlosser Darstellung der Pakete
in Produktoperatorentwicklung mgglich ist, wahrend esfiév den Fall n 2  eine sokhe
nicht gibt.

Theor em 6: Produktoperatorentwicklung der Pakete

Fi&r n 2  haben die Pakete die Produktoperatorentwicklung:

A !
1 &
%aket(C; S) = n_N i + ' S/ZCC/4 :

Ye=l

Aus Gl. (4.11b) folgt, dassdie Potenz eines Produktoperators proportional zu einem
anderen Produktoperator ist. Wenn man also hier Gl. (4.11b) einsetzt, ethalt man den
Korrelationstensor und damit die herkémmliche Produktoperatorenentwicklung. Die
hier angegelene Form erweist sich fi die weitere Rechnung allerdings als génsti ger.

Beweis: Zu zeigen bleibt, dassDe nition 9 und Theorem 6 @berenstimmen. Die Eigen
wertgleichung des Produktoperators ist bekanntlich:

Ceju i = adjali: (7.1)
Es gibt einen Operator &
Q= =i jeinil; (7.2)
der den Produktoperator diagoralisiert:
ng 0 1
Bo=@¢d= - K (7.3)
0 Bty

Aus Theorem 6 sieht man sofott, dassauch das Paket durch @ diagonalisiert wird, da
fiv eine Produktoperatorpotenz gilt :

QitlrQ = Qi te, eeeC. Q
= Qi 1CCQ¢¢¢Qi lécQ

= D ¢eed, = D% (7.4)
Aus diesen Grund gelt das Paket mittels Q in Diagoralform dber:
!
1 1 1 X ! SYa R Y,
Qilm (c;s)Q= n—NQ' + 0 1Er G
A YFl |
1 SN |
— = 4+ | %@ 1éc/4©
It Y=l |
1 (1 '
= 4+ 19H% (7.5)

Yel
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Von dieserGleichung kénnen die Eigernwerte der Pakete direkt abgelesenwerden:

1 H w1 1
(amis)= 5 1+ R CEOR (7.6)
EZ

Da die Eigenwerte im Raum der n-ten Einheitswurzeln bleiben (siehe Kapitel 4.3), kann
man 0.B.d.A. annehmen, dassa ¢, = ! it gilt. Damit erhalten die Eigenwerte die Form:

Moy o1 1 ( —

v N1 Giv%=0 t6s (7.7)

-(emis) = —
Y70
Hier miAssenzwei FAle unterschieden werden: Ist t = s, soist das Ergekis der Summe
n, da der Summand einsist. Sonstist die Summenull, da (sj t) eine garzeZahl ungleich
null ist und die Summe fik N 2  immer Bber alle n-ten Einheitswurzeln|Auft. Mit dem
Entartungsgiad N, = nNi 1 (siehe GI. (4.16)) erhdlt man also die Eigenwerte:

(

o
(c;m;s)y= ™
( ) 0

= gC =1i5s
m !

= 1
Nz (7.8)
sorst

Jeder Dichteoperator kann in seire Eigerbasis entwickelt werden, alsoauch die Pakete

X
Youea(Ci8) = -(c;m;s)jar ihatj: (7.9)

m

Setzt man den Eigenwert des Pakets ein, erh&t man gerau De nition 9. Damit ist
gezegt, dassDe nition 9 und Theorem 6 Abereinstimmen a

7.2 Eigenschaften der Pakete

Die Pakete %, (c;s) méAssenedte ZustAnde sen, d.h. sie méssendie folgenden drei
wichti gen Eigerschaften erfiéllen:

1. Spur: Spurf?%;,.(c;s)g=1

Beweis:
0 1

1
Spurf %, (c:909 = - @Spyrflgs 1 Spurf CZA (7.10)
Y=

=nN 1

Zu untersiwchen bleibt die Spur von Poterzen des Produktoperators ¢ = fa; bg,
was mit Gl. (4.11b) méglich ist:

Spurf g = Spurf! 22®%% D¢, . g= O (7.11)

Die letzte Gleichheit gilt, da alle Produktoperatoren spurlos sind. o
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2. Hermi tizit At: %5,.(c;s) = '%aket(c;s)

%

Beweis Im Folgerdenwerdendie fiv die Produktoperatorenin Kapitel 4 hergelet
teten Relationen verwendet. Esist zunAchst nétig, den adjungierten Dichteopera-
tor desPakets zu berechnen:

. 1 ,
[ 1 X2
e (f & DO; S)(ty = = Y+ i s é:/g;bg(ty
n A ¥Fl |
1 4 X sl | ladu ne |
= — 1+ I 7 Cryav
N _7_9
(411 N i el |
1 N1'3/'10b3/3/'1 Y#ab |
(4:7) nN T+ 11RO A0 E g
’ X YFl I
1 N ! s a3, 1 3/(3 .
SR SO R T Cr vy mg © (7.12)

YFl

Dieseradjungierte Dichteoperator desPakets mussnun mit dem Paket sebst ver-
glichen werden:

1 '
. 1 A
%aket(f a, bg’ S) = n_N -AI-+ Is éfa;bg
= =1 |
1 L ) La oA |
=X Y+ 1 RN D Cn vy (7.13
=1

Diesebeiden Dichteoperaoren kénnen nur @berenstimmen, wenn ein Produkt ope-
rator desadjungierten Pakets mit einem aus der Summe von Produktoperatoren
des urspridnglichen Pakets Bberenstimmt und zusétzlich die Koe+ zierten der bei-
den Operatorengleich sind. Fir die Gleichheit der beiden Produktoperatoren muss
gelten:

iYa=¥a) (¥ a=0; (7.14a)
i¥b=¥b) (%+ ¥Ab=o0: (7.14b)

Da alle Grg¥zerpostiv sind und alle Indizesa: und b von0:::nj 1 laufen, haben
dieseGleichungen nur zwei LAsungen entweder sind alle Indizesa: und b null,
was allerdings ausgeshlossen bleibt, da es nicht sinnvoll ist, ein Paket mit dem
Einsoperator zu bilden, oder es muss geken (¥%+ ¥4) = n. (Diese Bberdegungen
gelten nur fiv FAlle bei denenn 2 ist. Ist diesnicht der Fall, gibt eshier noch
andere Ldswingen) Aus den Summen sind nun jeweils zwei gleiche Operatoren
gefunden Damit beide Dichteoperatoren Bberenstimmen, missenhier auch die
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Koez+zierten Abereinstimmen
| i SYq 2a¥¥+1) — | s¥P| tad¥RAFA 1)

| i S(¥+¥)) 2ab¥¥+1) | i sabA(A 1) —

| isn| fab B+ v VP+ 9B _

| isny tad (v R(¥ A1) —

| isny 2a®dn¥% n+l) —

1
1
1
| isny zadn(¥ (ni H+) = 1
1
1

| isnpabn¥y za®n(nj 1)

(7.15

Bei den ersten beiden Faktoren siet man sofott, dassbeide auf Grund der De -
nition von ! eins sind. Der dritt e Faktor ist auch eins,dan 2  gilt und somt
ni 1flr n > 2 immer eine durch zwei teilbare Zahl ist. Damit sind auch die
Koez zienten gleich. Nur die Pakete mit n = 2 madenhier Sthwierigkeiten. Diese
kénnen jedoch umgangenwerden, indem man fiér solde Netzwerke statt der uni-
tAren Operatoren die Pauli -Operatorenverwendet, da diesesavohl hemmitesch als
auch unitAr sind. Hiermit ist der Hermitizit Atsbeweis erbracht. ol

3. Positiv itAt: %;,.(c;s), O
Die Eigenwerte der Pakete (Gl. (7.8)) sind alle positiv oder null, woraus direkt
folgt, dassdie Pakete positiv de nit sind.

7.3 Sepaabilitat der Pakete

Durch einen Indukti onsbeweis sol noch gezegt werden, dassdie Pakete tatsAclich se-
parabel sind. Die zugrundeliegerde Ideestammt von A. Pitte nger aus [6].

Beweis:
Indukti onsannahm e:

Ein Paket fiwk N Knoten mit der lokalen Hilbertraumdimenson n
N 1

1 3 3
aa(Cis) = o 1TCY (7.16)

¥=0

ist separabel.

Indukti onsanfang:

Sei N = 1: das Paket hat dann die Form:
Xt
D) (c;s) = oo SO (7.17)

¥F0
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DieserZustand ist per De nition semrabel, da esein Einteilchenzugand ist.

I ndukti onsschri tt:

Der Zustand
11Xt 1
Pe= hd(c;a)- M. (ci a+t) (7.18)
a=0

ist separabel, da nadch Indukti onsamahme der erste Zustand und nach Indukti onsarfang
der zweite separabel ist, und der Zustand soerzewt wird wie in De nition 8 angegelen.
Im Folgerden wird gezegt, dassgilt:

%_!

e (fe; ogit) : (7.19
Zunichst werden dazu in die De nition von %2die Pakete eingesett:

1N11N1 Yo AYa 1N1 AT/
pe 2701 e L Gaongy

n a=0 n ¥=0 ¥9=0
1 1 1
1 XX % £Z WON a(% 3
= % Cp- OF 1Py ati ) (7.20)
¥70 =0 a=0

Von Interesseist die letzte Summe BAber a, da man sie mit Hilfe der De nition fir !
berechnen kann:

Nl

n %= 3

| 2040 = 0 sorst = Ny (7.21)
a=0
damit gilt fiv 92
A
— t3% A a4
W r UG- O
¥=0
= % (Fe;ogit) - (7.22)

Somit ist der Schlussvon N ! N + 1 vollendet und der Induktionsbeweis erbracht. ©



8 Mischungsverfahren mit Paketen

In diesem Abschnitt sol demanstriert werden, wie mit Hilfe der Pakete ein verallgemei-
nerter We rne r -Zustand durch Misdung erzeugt werden kann. Dabei sol ein Zustand
mit m@glichst gro¥sen?, d.h. mdgichst nahe an der SepaabilitAtsgrerze, genischt wer-
den. Fix den Spezidfall einesverallgeneinerten We rn er -Zustands mit lokaler Hilbert-
raumdimension n 2 kann man sogardas mit Hilfe desPeres -Kriteriums berednete
2..es €rreichen (siehe Kapitel 6.3). Da das Mischungsverfahren per Konstruktion ein
hinreicherdes Seprabilit Atskriterium darstellt, und es méglich ist, einen Zustand mit
2..es ZUMischen, folgt hier, dassdasPeres -Kriterium fivr We rne r -Zustande die Sepa
rabilit Atsgrenze markiert.

Zunichsgt wird nun eine Mischung von ausgewdhlten Paketen erzewt, die dann mit
dem verallgemeinerten We rn er -Zustand verdichen wird.

8.1 Erzeugung verallgemeinerter WERNER-Zustands

8.1.1 Auswahl der Pakete

Die Pakete, die zur Mischung bendtigt werden, kénnen mittels des Korrelationstensors
aufgefunden werden. Jeder Eintragim Korrelationstensor entspricht einem Produktope-
rator mit den Indizesc# fa;bg. Man muYazu jedem von null verschiedenen Element
desKorrelationstensors ein Paket zur Verfidgung stellen.

Der Korrelationstensor des W ern er -Zustands entspricht dem des Katzenaistands
bis auf die Skalierung der Eintrage (siere Kapitel 5.2). Das Korrelationstensorelenernt
ist dabei nur von null verschieden, wenn fir die Indizesgilt:

a=fa;:::;ag; bh =0 (8.1)

Also werden hier alle Pakete ausgewdhlt, deren Indexvektoren c# fa;bg dieseForde-
rungenerfillen. Da alle von null verschiederen Korrelationstensorelemerte desKatzen
zustands eins sind, kommt man au¥sedem mit Paketenzu s = 0O aus.

8.1.2 Anzahl der Pakete

Die Anzahl derim letzten Absdnitt ausgewahlt en Pakete |Asstsich durch die Summation
aller Korrelationstensorelenmerie der Katze (ohne dastriviale Elemert f 0; 0g) berechnen.

45



46 8 Mischungswerfahren mit Paketen

Diesist nur mgglich, weil alle Elemerte des Korrelationstensors des Katzerzugands
ertweder null oder eins sind, und man zu jedem Element gerau ein Paket ausgewahit
hat. Man kann auch Bber dastriviale Elemernt mitsummieren, mussdann allerdingsvom
Ergemis wi;a(der 1 abziehen:

Np = Uc
C
c60
X 1X 5
= 1+ M, =0)f L (8.2)
a=0 b
Die Summation Bber a kann direkt ausgefihrt werden, und die +-Funktion kann umge-
kehrt wie in Kapitel 5.2 wieder als Summe dargestellt werden, man erhalt damit:

X 1%1 ,
Np: n ﬁ | (bt ceeby) i 1
b j=0
Xix1 X1 X 1
= pibe i gge 11 (8.3)
i=0 b =0 b,=0 by =0

Jede dieserSummen stellt fir j > 0 eine geonetrische Reihe dar. Summiert man diese
fiv j > 0, erhAlt man:
X A LA |

— 0 . ' . .
Np_b!+'1!jil¢¢¢!ji1.1. (8.4)
J:

Da!" =1und!) 6 list, ist jeder Term der zweiten Summe null. Die Summe @Aber b
ergibt nV, da der Summand eins ist. Damit ist die Anzahl der Pakete

Np=n"j 1 (8.5)

8.1.3 Mischung der Pakete

Nun solen alle in Kapitel 8.1.1 bestiriebenen Pakete gemischt werden. Dabei solen die
beiden Bedingungen(Gl. (8.1)) bendcksichti gt werden, indem fiév die verwendeten Pakete
a = fa;:::;ag angerommen wird, und die Summation #ber b durch #° ¥ b = 0)
eingestrankt wird. Au¥erdemsollin denfolgenden Summender Terma = 0;b = 0 nicht
mitgerommen werden. Die Mischung erfdgt mit gleicher Gewichtung, zur Normierung
wird durch die Anzah der gemischten Pakete N, geteilt.

1 X 1X b
%isch = N1 %aket(fa’bg; O) i( I\‘=1 b = O)
Np a=0 b
X1X 1 X1
T L Ch  H"v b = 0)

N fa;bg
Np a0 b " %0

11 XX X
! Fab¥¥% 1) Cfﬁ;@g i(P Nob = 0) (8.6)

T No AN
(411 Npn a=0 b %0
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Betrachtet man den Exponerten von !, so erkemnt man, dassdas Skalarprodukt hier
auf Grund der x-Funktion immer ein Vielfachesvon n ist:

X X
atb= ab=a hb»n: (8.7)

1=1 1=1

Da aber %%, 1) entweder null oder eine gerade Zahl ist, ist der Exponert von! in Gl.
(8.6) immer null oder ein garzzaHigesVielfachesvon n. Der Faktor ist alsoinsgesarh
gleich eins und man kann umformen:

1 1 X 11X x1
Discn = N. N éf?/;a;@g i(P Yy b = 0) (8.8)
p a=0 b ¥#0

Als nachstesmussdie Summation Bber ¥ausgevertet werden.

Daisch = éfQ:Qg + Cf@;bg"' éf2_a:2_bg + ¢¢¢
a=0 b ﬂ

¢ee+ éf(ni 1)a;(nj 1)bg i(P P:l b = O) (8-9)

Die Summen dber den Operaor Cro.0q = 3™ lasen sich sofott auswerten: Man erhalt
die Anzahl der Pakete N, multipliziet mit dem Einsoperator. Der zweite Term Cfa;bg
mit den Summen und der +-Funktion stellt die Entwicklung desverallgeneinerten Kat-
zerzustands nach Produktoperatoren dar. Es geht jetzt darum, alle weiteren Terme zu
vereinfachen. Betrachtet man dasIindexpaarf” a;” bg, sostellt man fest, dassauch die-
sesPaar die Bedingung Gl. (8.1) erfidlit. Daraus folgt, dassein Produktoperator, dessen
Indexvektoren mit einer garzen Zahl multipliziert werden, wieder zur Menge der Ope-
ratoren gehdit, die in der Produktoperaorentwicklung desKat zerzustands auftauchen
Hier wird auvsedem pber alle dieseOperatoren summiert und solangen 2 ist, Andert
sich durch Multiplikation der Indexvektoren mit einer garzen Zahl nur die Reihenfolge
des Auftr etens der Operaoren. Das bedeutet, dassalle weiteren Terme in der Summe
auch die Produktoperatorentwicklung des verallgeneinerten Katzenaistands darstellen.
Da esinsgeamt nj 1 sokhe Terme gibt, erhdlt man folgendes Ergebnis:
A !

1 nji 1X*X
' CrapgH Myb =0) : (8.10

%isch: n_N i+

P a=0 b

8.1.4 Berechnung von 2

Der gewdnschte Zustand ist jetzt gemischt. Zusatzlich ist die Produktoperatorentwick-
lung des verallgemeinerten We rne r -Zustands (siehe Kapitel 5.3 Gl. (5.11)) bekannt:

H X l
%erner = i i+ 2 uc(%atz e)éc . (811)

nN
C
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Verdeicht man nun diesebeiden Zustande %.., Mit ... bezdglich ihrer Produkt-
operatorentwicklung, soist esmgglich, den Mischungskoe+ ziert 2 zu berechnen Man
erhAlt:

nj 1 nj 1
= = : 8.12
Np nNj 1 (8.12

8.2 Zustandsmischung an der SeparabilitAtsgrenze

Betrachtet man den oben besdriebenen Miscungswrgang, sofallt auf, dassjedesPaket
schon n j 1 richtige Korrelationen erzewgt. Trotzdem wird bisher diesebesordere Ei-
gersdhaft der Pakete nicht ausgemizt. In dem bisher vorgesellten Mischungsverfahren
werden Pakete zu jedem Korr elationstensorelenment mitgerommen. Misdt man statt des-
sennur eine spezklle, gestickte Auswahl an Paketen, kann man eine Exz ienzsteigerung
erreichen. Als gestickt erweist essich hier, nur Pakete zu a = 1 mitzunehmen. Dem
erzewten Zustand fehlen noch Korrelationen, die aber durch eine weitere speziele Mi-
schung erzeugt und beigemisct werden kdnnen.

8.2.1 Pakete mit a=1

sol Np-1) die Zahl der ausgewdhlten Pakete zu a = 1 sen:

1 X
Yoy = % . (fa,bg; 0) " M, b = 0)
Np@=1) .
1 1 X Xt
= Ny 0V ClipgH" 2, b = O): (8.13
p(a=

b ¥0

Wie in Kapitel 8.1.3 kann hier die Produktoperatorpotenz umgesdirieben und die Dich-
temadrix damit vereinfacht werden:

1 1 X Xt
Da=1 = N N f@;ﬂ)gﬂp Y, b =0)
pa=) M g —
1 1 X 1 b
= N - n_N éfo;og+ éfa;bg+ éf@;;bg"' cee i( Vb = O) (814)
p(a=

b

In jedem Produktoperator (bis auf den ersten) wird der Indexvektor b mit einer garzen
Zahl multipliziert. Wie schon im vorigen Kapitel gezegt, féhrt dieseMultiplikation zu
der gleichen Menge an Indexvektoren, und da ber alle derartigen Indexvektoren b sum-
miert wird, kann man die Multiplikation von b mit einer garzenZahl ohne BesdrAnkung
der All genreinheit auch weglassen

11X

-1 = N (Croog+ Crag+ Croapg+ 600) "1, b = 0) (8.19
Np@=y NV
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Jetzt kann wieder eine Summation @dbera= 1:::nj 1 eingedhrt werden Die Summa-
tion dber den Operaor ;.04 kann ausgefinrt werden
A !

1 1 X 1X b
—  Np@=1) 1+ éfa;bgi'( Y, b = 0) (8.16
Np@=1) N —_—

a=l b

Pa=1 =

DieserZustand hat sdon viel Ahnlichkeit mit dem gesichten verallgemeinerten Wer-
ner -Zustand. Zu diesemfehlen nur noch sAmtliche Produktoperatoren, die zua = 0
gehdren Im folgenden Kapit el muss eine spezielle Miscung gefunden werden, die diese
Eigerschaften enthAlt. Dann kann durch eine erneute Mischung der W ern er -Zustand
erzewt werden.

Zuvor bleibt noch die Besimmung der Anzah der Pakete N p.-1y . ZU jedem a gibt es
gleich viele von null versdhiedere Korrelationstensorelenerte. Insgesant gibt esN, + 1
(N, ist die Anzah der Korr elationstensorelenmerte ohne dasf 0; Og-Elemert) . Die Anzah
der Elemerte zu a = 1 entspricht dem n-ten Teil aller Elemente, woraus folgt:

N SRS (8.17)
pa=l) = 77 : :

8.2.2 Spezielle Mischung

Man bendtigt jetzt noch einen Zustand, der die fehlenden Korrelationen zu a = 0
einbringt. Als gnstig erweist sich hier der Zustand:
1 Xt

n i=0

Dovez = [ 1] o[RS | (8.18

der alle Eigensdhaften einesetten quantenmedanisten Zustands besizt. Die Matrix
hat in der Produktbasis sdhon Diagoralgesalt, ist also hermitesr. Man sieht sofott,
dassalle Eigenwerte null oder = sind, und dass die Normierung stimmt. AuYedem
stellt dieseDichtematrix eine Miscung aus Dichtematrizenvon ProduktzustAnden dar,
reprasetiernt also einen semrablen Zustand. Nun muss der Korrelationstensor dieses
Zustands berechnet werden.

1 X Xt
Uc(P%e) = - hkj Cg’ji;:::;iihi;:::;ijki
k i=0
1X X, i i(by+ Cotby )
= n ! i Hrsii ar CCeh i an Chy, CCCH
AN Ny iz
1 X! .
= o 1RO gy o 000 0, (8.19

i=0

Aus den +Funkti onen folgt, dassalle a: null seh midssen damit das Korrelationstenso-
relement Yberhaupt von null verschieden sen kann. Aus der Summe gber i folgt analog
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zu Kapitel 5.2 die +-Funktion n+" ¥ » = 0). Damit hat dieserZustand die Produkt-
operatorenwicklung:
A !
X P
Y+ Copg"Mub =0) (8.20)
b

1
%pez: -~

nN

DieserZustand %3,., erthAlt gerau die in der Mischung %4-; noch fehlenden Korrelatio-
nen.

8.2.3 Zustandsmischung

Nun mussdie Mischung der in denletzten beiden Kapit eln ertwickelten Zustande durch-
gefdhrt werden. Dazu muss allerdings eine Gewichtung der Zustande erfolgen, um den
Korrelationen gleiche Werte zu gelen

1 [ ¢
%Iisch - —F Np(a=1) %Zl + %ez
Npa=1) + 1 -
n A !
1 1 1 X 1X
= N +1 n—N Np(a:]_) Ni Np(azl) i+ éfa;bgi(P!\lzilbl = 0)
p(a=1) ) . >
+ 3+ CopgH("Mup = 0)
n b #
1 4 1 X X @ o
=N TN E fapg ' 1y b = 0) (8.21)
nN Np(a:l) + 1 a=0 a:bg =t

Der hier gemscte Zustand entspricht dem verallgenmeinerten We rne r -Zustand in Pro-
duktoperatorentwicklung. Wie zuvor gezegt, kann man wieder 2 extrahieren zu:

1 1

2 = = :

opt

(8.22)

Der hier mit Hilfe separabler Pakete gemsate verallgemeinerte We rne r -Zustand
ist in jedem Fall separabel. Deshalb kann das Mischungsverfahren als hinreichendesSe-
parahilit Atskriteri um angeselenwerden Dasdurch die Mischung erreichte 2, entspricht
dem aus dem Peres -Kriterium beretineten?,.... Somit ist fiv die W ern er -Zustande
ein notwendges(Peres -Kriterium) und ein hinreichendes(Mi schungs\erfahren) Separa-
bilit Atskrit erium berechnet und damit die Semrabilit Atsgrenze fév dieseZustandsklasse
bekannt. Fix das hier vorgesellte Mischungs\erfahren kénnen zwei Aussagengetro®en
werden

1. Das Mischungs\erfahren arbeit et optimal, da esZustande direkt an der Separabi-
litAtsgrenz erzeugt.

2. Das Mischungs\erfahren ist ein scharfes Separabilit Atskriterium fidv We rne r -Zu-
stande.
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Das Per es-Kriterium ist fix diese speziele Klassean Zustanden notwendig und hinrei-
chend zugleich, also vollkommen sdharf. Nochmal seihier darauf hingewiesen dassalle
dieseAussagnnur fily n 2 gelten.

Die bisher vorgesellt en Misdhungs\erfahren kédnnen auch ohne die Einfidhrung von
Paketen auf Basis der EigerzustAnde von Produkt operaoren durchgefidhrt werden. Die
Theorie ist dann auf Grund der Vielzah an komplexen Zustanden, die beredinet und
genischt werden midssen sehr viel komplizierter.

Ein Beigpiel filr eine Mischung von der in diesemKapitel besdrieberen Art ist in
Anhang C.1 gezegt.

8.3 Grenzen des Verfahrens

All e bisher betrachteten Miscungserfahren sind besdirdnkt auf Netzwerke, deren Sub-
systtmen 2  Niveaus aufweisen Diese EinscrAnkung hangt schon mit der Paketde -
nition (siehe Theorem 6) zusammen Deshalb solen an diese Stelle nochmals die Pakete
fiv n 2  betrachtet werden. Damit gibt esfiv n eine Zedegung nach De nition 4:

n= ™ (8.23)

mit den » Primfaktoren px von n und ihrer Vielfachheit ®,. Die Pakete nach De nition
6 haben die Form:

~

|
i 1

1 ¥z 3/4.
%aket(C;S) = nN 1+ I Aéc
it YFl
|
A X 1 1 !
T+ 1% 2ENC g (8.29)
YFl

1
nN

Pakete, deren Indexvektoren ¢ = fa;bg bei Multiplikation mit einer garzen Zahl %=

Ya=0, =0 (8.29

sind nicht mehr normiert. Die Summe Bber ¥.durchlauft gfters die gleiche Sequenz von
Operatoren, weshalb der Einsoperator zu hAu g vorkommt. DiesesProblemtritt nur auf
bei Paketen, deren Index-Tupel f a- ; b g sAmtlich eine der folgerden Relationen erféllen:

& = pg; b = p¢ oder (8.2639
a =0 b = p¢ oder (8.260)
a = pt; b =0 oder (8.269
a =0 b =0 (8.26d)
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Forderungen erféllen betr achtet, sowird

Y= (8.27)
P&
Gl. (8.25) erfilen. Also muss die Summe in der Produktoperatorertwicklung dieses
Pakets schon bei %= ;‘—k i 1 abgelrochenwerden Das Paket hat dann die Produktope-
ratorentwicklung:
0 1
X
1 3, 3,
%u(c9) = B T 1CK: (8.28)

YFl

Damit exidiert eine Produktoperatorentwicklung fir alle Pakete. Eine einheitliche Dar-
stellung ist hier allerdings nicht mehr m@glich.

Zunéchst kann jetzt dasopti male Mischungswerfahren durchgeféhrt werden. Essolen
alle Pakete mit a = 1 analog zu Kapitel 8.2.1 gemsdt werden Die dabei verwendeten

geforderten Bedingungen Gl. (8.263)-(8.26d) gelken.
Mischt man alle fiv den W ern er -Zustand nétigen Pakete, erhdlt man zunAdst:

1 1XN1

N p(a:l) nN

Do, = Ciyamg (" My b = 0): (8.29

b ¥F0

Die hier auftr etende Summe von Produktoperatoren éber ¥ birgt das gleiche Problem
wie die oben besdrrieberen Pakete. Es gibt Terme, fi die GI. (8.25) erfdllt ist. Das hat
zur Folge dassmanche bendtigten Produktoperatoren in der Summe noch Bberhaupt
nicht erthalten sind, dafiv andere ¥berdurchsdnittlich oft auftreten Mit Hilfe spezi-
eller Pakete ist esm@glich, die fehlenden Korrelationen einzubringenund ébershissige
zu beseiigen Auf diesen Korrekturalgorithmus wird hier aus zwei GriAnden nicht néA-
her eingegargen Erstensist der Korrekturalgornthmusim All geneinen selr kompliziert.
Zweitens wird das erzielte 2 durch Korrekturpakete unweigetich sdledter. Esist also
nicht m@glich, mit diesemVerfahren einen We rne r -Zustand direkt an der Separabi-
litAtsgrerze zu mischen. Der im nAcsten Kapitel vorgesellte Algorithmus ist fahig,
sAmtliche ,blasse\ ZustAnde mit suboptimalem2 zu mischen, also auch alle Werne r -
Zustande, sadasssich die Entwicklung einesKorr ekturalgarithmus nicht lohnt. Dennoch
ist in Anhang C.2 gezegt, wie eine Mischung mit Korrekturpaketen ausselen kdnnte.
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In denletzten beiden Kapit eln wurden Pakete mit besorderen Eigenshaften eingefdhrt,
mit derenHilfe esm@glich ist, verallgeneinerte We rne r -Zustande zu mischen. Mit ei-
nigen speziellen Tricks ist essogarmg@glich, Zustande direkt an der Separabilit Atsgrenze
herzustellen. Es tretenallerdings Schwierigkeiten auf beim Versuch, We rne r -Zust Ande
eines Netzwerks mit lokaler Hilbertraumdimensionn 2  zu mischen. Wegender auf-
tretenden zusatzlichen Entartung im Spektrum der Produktoperatoren gibt esimmer
Korrelationen, die @berdurchschnittlich oft in den Paketen auftr eten, was zu einem Un-
gleichgewidt der Eintr Ageim Korrelationstensor féhrt.

In diesemKapitel solen nun die Pakete auf eine minimale Anzah an Korrelationen
reduziert werden. Ziel dabei ist, die Pakete universeller einsetzbar zu madcen. Es sol
jeder ,blass& Zustand jedesbeliebigen Systems erzewgt werden kénnen. All erdings geht
durch die Veralgeneinerung die Opti malit4t verloren.

Zunichgt solen jetzt die reduzierten Pakete, im weiteren Verlauf als Module bezeid-
net, de niert werden. Danach sollin einem zweiten Schritt gezegt werden, wie dieseaus
den Paketen hergestelt werden kénnen.

9.1 De nition der Module

Die Pakete in der bishe verwendeten Form haben in ihrer Produktoperatorerntwicklung
immer nj 1 von null verschiedere Eintr Ageim Korrelationstensor (siehe Theorem 6).
Diesist fiv die Mischung komplizierterer ZustAnde von Nachteil, da sich die Pakete
durch ungesaickte Bberlageung ihrer Korrelationstensorelenrerte gegerseitig stéren.
Man solt e alsodie von null verschiedenen Korrelationstensorelenene auf eine minimale
Anzah bestranken Sdche ZustAnde mit einer minimalen Anzah an von null versdie-
deren Korrelationstenoordementen solen im Folgerden als Module bezeidnet werden.
Auch die Module sollen quantenmedanische Zustande sein also die drei Forderungen
filv Dichtematrizen(Kapitel 2.1.3) erféllen. Aus der Hermiti zitAt folgt unmittelbar, dass
mindestens zwei Korrelationstensordemenrte von null verschieden sein missenund zwar
das zum Produktoperator €, und das zum adjungierten Operator CCV. Fiv den Fall
n = 3 erflllen die Pakete diese Minimalforderung. Nur fiv den Fall n = 2 kommt man
mit nur einem einzigen Produktoperator aus, da die hier verwendeten Pauli -Operatoren
gleichzeitig unit & und hermitesd sind. Interessan sind deshalb hier zunAchst alle Falle
n, 3.

5
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Die Module kénnen durch ihre Produktoperatorentwicklung de niert werden.

De nit ion 10: Module

In einem Netzwerk, bestehend aus N Subsystemen mit jeweilsn Niveats,
sei ein Modul zum Produktoperator €. und einer beliebigen Phase A
de niernt durch: N
A !
i M 1

%odm(C;A): nN 1+¥ éAéc"'eiiAég

mit einer reelen Konstante ¥.

Diesespeziellen Dichteoperatoren erféllen o®ermsichtl ich die Minimalanforderung von nur
zwei von null verschiedenen Elementen im Korrelationstensor.

9.2 Eigenschaften der Module

1. Spur: Spurf® . (c;A)g=1
Beweis Durch Einsetzender De nition der Module folgt:
A !
) 1 . -~ T
Spurf %, ., (C: A9 = Spurfig+ ¥ €4 spurfC.g+ € “ SpurfCYg

Aus der Spurlosigkeit der Produktoperatoren folgt, dassdie Spur desModuls eins
ist. o

2. Hermi tizit &t %_,.(c;A) = % . (c;A)Y

Beweis Man berednet den adjungierten Dichteoperator:
" . A . ) 0%y
% (c;A)Y = ~ Y+y AC + @AY

L ohiye ey dAly (9.1)

nN

Da ¥ reell ist, ertspricht dies dem Dichteoperator % (c;A). Damit ist die Her-
miti zitAt gezegt. ol

3. Positiv it At: % .. (c;A), 0, wenn¥ .

NI

odul

Beweis Man kann denadjungierten Produktoperator in der De nition der Module
durch eine Poterz desProduktoperators:

@nil 4?1b | 3abn(ni DGtz 3 abn(nj D&y (9.2)
(4. 1L0)
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ersezen Der Kommutator zwischen €, und CCV hat damit die folgende Form:
[Ce; CY = [C;t Pz nmi DEN Y= i pabni OIE - Eni ] = 9.3)

Hieraus folgt: Da €. und CCV vertauschen, haben sie ein simultanes System von
EigerzustAnden, sind also simult an diagonalisierbar, auvsedem hat ég die gleichen
Eigenwerte wie C;, allerdings komplex konjugiert (folgt aus [26] S.330 Saz 6.6).
Die Eigenwertgleichung filr den Produktoperator hat die Form:

Cejui =l jali; (9.4)
d.h. esexistiert ein Operator @, der den Produktoperator diagmalisiett
Qi 'C.Q = D (9.5)

siere dazu auch Gl. (7.1)®. Auch der adjungierte Operator ég |Asst sich mit Hilfe
von Q diagonalisieren. Betrachtet man das Modul, so folgt:
. A u o - ﬂ!
& I+¥ @hQC.Q+ @M QCYQ
. A u ) » ﬂ!
= Y+y D+ €MDY (9.6)

Q' %%, 0 (€ AQ

Die Eigenwerte der Produktoperaoren sind komplexe Zahlen vom Betrag eins
(siehe Gl. (4.159)), d.h. man kann hier alle auftr etenden Phasenin einer Phase
#(m; c; A) zusammerfassenund erhdlt fév die Eigerwerte desModuls:

1 M . T
(migA) = — 14y @Hmioh g iHmieh
n
1 M 1
= 1+ 2¥ cod#(m;c;Ag : (9.7)

Diese Eigerwerte sind unabhéngig von der Phase#(m ;c;A) immer gréYseroder
gleich null, wenn ¥ - 1. Natérlich kann esbei génstigen Phasenauch gréVsee ¥
geken, diesegeken dann aber nicht fir alle Module dieserSystemg dvse. a

9.3 Sepaabilitat der Mo dule

Der Separabilit Atsbeweis folgt, wie schon bei den Paketen, der Ideevon A. Pitten ger
(siehe Kapitel 7.3).

Beweis:

Indukti onsannahm e:
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Ein Modul fiv ein System mit N Knoten und einer lokalen Hilbertraumdimension n:

A n T
. 2Y. 1 1° 4 Ay i
N (i A+ F4S) =5 1+5 G ey (9:8)
ist seprabel.

Indukti onsanfang:
Zun&chst seiN = 1; dann haAI das Modul die Form:

|
2, s f

o (CA+ “og) = = AW+ O M0 @ MitOy (9.9)

DieserZustand ist per De nition semrabel, da esein Einsubsystemzustand ist.

Indukti onsschri tt:

Der Zustand
1 X1 .Y, . 2Y.
%= (e A+ Tk - (@A T k) (010
k=0

ist per De nition ein semrabler Zustand, da nach Induktionsworaussetzung der erde
Zustand und nad Induktionsarfang der zweite Zustand separabel ist und der Zustand
insgesant gelldet wird wie in De nition 8 angegelen. Im Folgerdensol gezegt werden,
dassgqilt:

o= 400 (Fe.og 2A00): (9.11)
Zunichst werden dazu in die De nitionen von %2die Moldule eingesett:
H T
11Xt 1" o
- = i(N) + = A! k + IA! i k Ay _
n k=0 nN Z el éc ¢ éc
LY , 1!
- - 40 4+ 5 dAli k+t0c+ g 1Al ki tOé/
1 Xt 1 1 .
- 7 4(N+1) 4 é(_:JA! i k+t4(N) _ 0C+ Eel A ki t4(N) _ 03’
k=0
1 Al kA 4 1 AL i k@y - 4@
+ Qé G, - + ée' ! -
1 .. 1
+Z!2kltéc_ 03/+Z!|2k+téé/_ Oc !
Laeata - o4 Laoaitgy. gy
+Zé H (o C+ Zel . C- c . (912)
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Jeder Term dieserGleichung erthAlt bis auf die letzten beiden eine Summe gber ! ¥ oder
| 2 Wie schon des®Bfteren gezegt, sind alle dieseSummen null. Bbrig bleiben nur die
letzten beiden Terme:

I
BN 4 2R IC - Ok ZEPATICL- O (913

1 X?
nN +2
k=0

o=

Man kann direkt summieren, da der Summand nicht mehr von k abhangt und erhalt
einen Faktor n und sdlie¥lch das Modul:
A !
1

1 .4 1 . o4

= 2V (fc,cg; 2Act): (9.14)

Zu beadten ist noch, dasssich der Vorfaktor ¥ geAndert hat. Er ist nicht mehr wie
vorher %, sordern nur noch ;. Die Postivitat fordert allerdings nur ¥ - 2, was hier
erfAllt ist. Damit ist der Schritt von N ! N + 1 vollzogen und die Separabilit At der
Module gezegt. a

9.4 Erzeugung der Module aus den Paketen

9.4.1 Grundlegende Module

Die Module sollen nun durch Mischung der im Kapitel 7 de nierten Pakete erzaugt
werden. Da die Pakete in der dort verwendeten Form nur fif n 2 de niert sind,
gilt auch die folgerde Rechnung nur fiv diesen Fall. Fir den Fall n 2  kénnen,
wie schon in Kapitel 8.3 angespochen, eberfalls Pakete de niert werden. Mit diesen
kénnenauch Module erzeug werden. DieserFall soll hier jedoch nicht betrachtet werden.
Das Ziel ist zu zeigen dass die Module prinzipiell aus den Paketen und deslalb aus
Produktzug Anden genischt werden kénnen.

Fiv denFall n = 3 entsprechendie Pakete den Modulen (bis auf die allgeneine Phase
A). Deshalb besdranken wir uns zunadst auf Systememit n > 3. Im zweiten Sdritt,
wem esum die Erzewgung der allgeneinen Phasegelt, kénnen dann die Pakete fiv den
Fall n = 3 verwendet werden, um auch fiér dieseeine Phasemischung durchzuféhren.

Zunachst werden Pakete (siehe Theorem 6) genischt mit gleichen ¢ aber untersdied-

Paketen soll im Folgerden dargestellt werden:

AQklilu 1

Pous (61K) = - (V@ + K+ 1T Pa(ein i+ K)

=1 '

* Naa(C1K) (9.19
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mit den Mischungskoe+ zierten r(") und r(nj “), die sAmtlich positiv und reell sind.
Mit einigen Umformungenerhdlt man hieraus:

1 1 XH X1
%Iodul((:;k): N__N I’(')_AL+ r(,)l /‘( +k)éc/4+
: =1 ¥rl 4
X 1 ’ il 1
r(ni )1+ r(nj 1AM TTOEE 4 4+ | Y B%
Sz YFl
"A nj 1. |
11 Xith o . 1
= 1 r()+r(ni ) A+
=1
X 1 i1 i1 ! #
1+ )+ 1A r(ng 7)) 1KEE (9.1
YFl ‘=1 =1
Aus Gridnden der Normierung mussgeten:
i1k f
N =1+ JORRIGINORE (9.17)

‘21

In der Misdung gibt esﬂiz—3 freie Parameer r(") und ebensovieler(nj "), insgesat
alson i 3 freie Parameter. D.h. esist m@glich, durch gestickte Wahl dieser Para-
meter n j 3 Produktoperaoren aus den Paketen zu eliminieren. Ginstig wére es, die
Operatoren €. und CQi 1 zu behalten, diesesind nAmlich bis auf Faktoren adjungiert.

der Mischungskoetzi enten zu null madchen. Dazuist folgendes lineare Gleichungssysem
(LGS) zu lgsen

A !

i1 g1

1+ %) + li%rni ) =0 mit %= 2;:::;ni 22 (9.19
- .

DiesesLGS hat nj 3 komplexe Gleichungen. Da die Miscungskoez zierten reel sein

solen, betrachtet man zunAdst den ImaginArteil der Gleichungen Es mussgelten:
A !

i i
Im L% () + li%rini ") =0
=1 =1
leil gt
Im (! “)r () + m( i %)Yr(ni )=0
B () - I—({Z(f)? (nj ")
=jIm (%

g 2
Im(Q *)r()i r(nj 7)) =0: (9.19

-
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Die letzte Gleichung ist erfillt, wenn fir die Misdungskoetzi erten gilt :
r(C)=r(nj "): (9.20
Setzt man diesin Gl. (9.18) ein, erhAlt man ein neuesLGS mit redlen Koez zierten:

n'li 1
1+ (% +11%)()=0
=1
i,
1+2 cos(%/%ﬁ)r(’) =0: (9.2))

‘21

Misdungskoetzienen. Bei gerauer Betrachtung der Gleichungen erkenrt man, dass
immer zwei Gleichungen wegender Symmetrie desKosinus idertisc sind, namlich z.B.
die fir %= 2und fily %= nj 2. Aus diesemLGSk@nnenalso alle Mischungskoe+ zierten
berechnet werden

Ist das LGS geBst, sind alle Koexzierten der Produktoperatoren in der Mischung
null bis auf die von €, und € 1. Damit und mit der Relation 9.20 erhélt man:

15\ njl. |
g2
! #

+ 1+ (L +1yr(C) tkmibEnL - (9,29

Hier kénnen wir die reele Zahl

Poys o
1+2 % cogZ)r()
N

de nieren, die vAllig unabhAngig vom Modulindexvektor c ist. ¥ ist hier also eine uni-
verselle Konstante, die nur von Grévseund Art des Systemsabhangt und durch Lésen
des LGS beredhnet werden kann. Mit dieser Konstante erhalten wir sdlie¥ith eine
Gleichung fv das Modul:

A, !

D20 au (C1K) = niN T+ ¥ 1KG, + 1 ki 1)égi 1. (9.24

y = (9.23)

DieseGleichung stimmt noch nicht vollstAndig mit dem oben de nierten Modul @ber-
ein. ZunAchst muss hier die Operatorpotenz durch die Relation 9.2 in den adjungierten
Operator @berfghrt werden. Dann erhdlt man den folgenden Zustand:

A !

3

1 : .
Do (CK) = + ¥y 1KE + 1 KOIDy i Dab By (.29
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Die hier vor dem adjungierten Operator zusétzlich auftr etende PhaselAsg sich umfor-
men:

! n(nj ab — gdni 1ab — (i 1)(ni 1)ab; (9.26)

d.h. fix alle ungeradenn, alsoauch fiv alle Primzahlen, ist die Phaseimmer eins. Wenn
n gerade ist, kann es Operatoren geken, die an dieserStelle eine zusatzliche Phasevon
i 1 erhalten. Allerdingsist hiern2 gefodert. Tatsache ist, dassmit diese& Methode
die Module erzaugt werden kénnen.

9.4.2 Beliebige Phase

Den bisher gemschten Modulen fehlt bis jetzt noch die beliebige Phase. Deshalb muss
hier eine weitere Veralgemehnerung vorgerommen werden. Mit den bisher hergesellten
Modulen kénnen nur Phasender Art ! X erzeugt werden. Die Eintr Ageim Korrelations-
tenr kdnnen jedoch allgemeine komplexe Zahlen sen (wie aus Kapitel 4.5 bekannt) .
Deshalb ist eshier ndtig, eine weitere Mischung zweier Module vorzunehmen. Die n-ten
Einheitswurzeln stellen in der komplexen Ebene eine BbervollstAndige Basis dar, esist
alsomgglich, eine beliebige, komplexe Zahl nach zwei Einheitswurzeln zu zedegen(siehe
dazu Abbildung 9.1). Die Zeregung einer komplexen Zahl vom Betrag eins in zwei n-te

Im A

f(2)! 2

|1 6

| 5

Abb. 9.1: Zerlegung eine allgemeiren PhaseA in zwei 7-te Einheitswurzeln
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Einheitswurzeln hat die Form:
A= f ()i + T () (9.27)

Man wahlt zwei zur PhaseA benachbarte Einheitswurzeln, wobei fév j; und j, geken
sol:

2Y4 o 2Ya
—J1 A —J5: 9.28
n J1 n J2 ( )

Die Mischungslkoezziernten f (j 1) und f (j ) sind wieder positive reelle Zahlen. Nun kann
man die Mischung zweier Module durchféhren:

A !
. 1 _ _ _ |
Yoo (CAS) = Na F (1) %0ai(CiS+ 1)+ T(j2) PBou (CiS+]2) (9.29
A
11 . ¢ _ | -
T Nanv F{)+ () T+ ¥y 1o C ol
H q!

+¥f(]2) !S+jzéc+ | iSijzégil

Aus Gridnden der Normierung muss hier auch wieder geken f (j1) + f (j») = N4 Man
kann dann weiter zusanmmenfassen
A " T

Nal+¥ f(G)li+f(riz 1°C

M 1 !
+¥ f(o)! T f(jy) e isENt o (9.30

11
N4z nN

%o dul (C’ A’ S) =

Der Koez ziert vor demOperaor €, hat nach Gl. (9.27) denWert €A, und der Koez ziert
vor dem adjungiert en Operator ist gerade das Komplexkonjugierte davon. Damit erhalt
man das Modul, wie esscon in Theorem 10 de niert ist:

A u 7!
CAQ) — 1 Al s i A i sAy .
%0 dul (C’ A’ S) - n_N 'AL + ¥A el I éC + e I : éC . (931)

All erdings steht hier eine Konstante ¥ 4 = ,\T—A die zusatzlich noch von der Phaseabhan-
genkann. Macht man eine Mischung von drei Modulen, ist es mgglich, eine Mischung
zu nden, bei der die Konstante unabhangig von der Phaseist und nur noch von Sys-
temparametern abhAngt. Auf dieseWeiseist esmgglich, Module durch Mischung von
Paketen herzugellen.






10 Mischungsverfahren mit Modulen

10.1 Mischung verallgemeinerter WERNER-Z ustAnde

Mit Hilfe der im letzten Kapitel de nierten Module kann man einen beliebigen verallge-
meinerten We rne r -Zustand auch fik lokale Hilbertraumdimensionenn 2  hergellen.
Wieder bendtigt man zur Mischung keine Phasen da die Korr elationstensorelenente des
Katzerzustands nur null oder eins sind (A= 0). Man kommt also mit den Modulen

M
1
P (C10)= - T+ ¥(Co+ ) (10.1
aus. Alle Module c, deren &, in der Produktoperatorentwicklung des Katzenaistands
auftauchen, werdengemsdt. Wie in Kapitel 8.12 beredhnet, hat der Korrelationstensor
der Katze N, von null verschiedere Eintr 4ge. Hier kann im Prinzip wie in Kapitel 8.1
vorgegangenwerden, nur, dassman statt der Pakete die Module verwendet:

1 X1X b
%isch = N_ %odul (fa’bg7 0) i( N:l b = O)
Pa=0 b q
1 1 X1tX H
= Y+ ¥+ E) HP M, b =0)
P a=0 b
X 1X
- 11 Y+, b =0)
N, n =
p a=0 b q
Hx 1 x X X
+ ¥ E + & P, =0) (102
a=0 b a=0 b

Der erste Term kann direkt aufsummiert werden, esergibt sich gerade Np.AL. Der zweite
Term stellt die Produktoperatorentwicklung desKatzenaistands dar. Mit den gleichen
Argumenten wie in Kapitel 8.1.3 stellt auch hier der letzte Term die Produktoperator-
entwicklung desKatzerzustands dar. Die Mischung fdhrt auf den Zustand:
H w 1X 1
1 2%
Bosen = —— 1+ — E "M, b =0) : (10.3
a=0 b

Das entspricht dem verallgemeinerten We rne r -Zustand mit

2% 2%
2 = = . 10-
N, nNj 1l (10.9

63
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Geht man zusatzlich davon aus, dassman Module mit ¥ = % zur Verfidgung hat, erhAlt
man ein 2 von:

2= : (10.5

Es ist sofott einsichtig, dassdieses sthledhter ist als alle bisher erhaltenen. Allerdings
ist die Vorgehersweise hier fiv beliebige lokale Hil bertraumdimensionen n erlaubt.

10.2 Mischung beliebiger ,blasseh ZustAnde

10.2.1 Zu mischender Zustand

Nun soll auf Bags der Module ein ,blasseY Zustand (siehe Kapitel 5.4) der Form
(1i 21+ 2jAihA; (10.6)

hergestellt werden, wobei jAi ein beliebiger, reiner Zustand ist. Ganz allgenein habe
der Zustand jAi in der Produktbasis die Form:

L1 X 1 X
jAi = - Ajjji = A ry éNjji (10.7)
norm J nor m H
mit
) Sy
Ao = jrjji? : (10.9

i
Die dazu gehdrige Dichtematrix kann dann folgenderma¥ergestrieben werden:
X X

%= jAINAj = A Afjiinj j: (10.9

orm i J

Zundéchst musshier die Produktoperatorentwicklung desZustands jAi berednet werden.
Aus Kapitel 4.4 und 4.5ist fiv den Korrelationstensor bekannt:

1 X ~ ~a b b 1 X Ho . b b
Utabg = 55— A Aji_a!a Libh = %> r I’ji_ae'(A"A“—a)!a 1% (10.10

orm orm
J J

Das komplexkonjugierte Element soll hier auch kurz angegelen werden, da diesesim
Folgenden bendtigt wird:

a 1 X i aby bj 1 X (A A a)piaby bj

Ufabg = &5 — AA; ! 1o = — rjrji_ae' pEAal 1% (10.1)

om orm
J J
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Wie bekannt hat der ,blassé Zustand die gleiche Produktoperatorentwicklung wie der
Zustand jAi, mit dem einzigen Unterschied, dassalle Korrelationen mit 2 skaliert sind.
Die Produktoperatorerntwicklung des ,blasen Zustands hat also die Form:

M X T
%ass: n_N ﬁ+2 Ucéc

u A LT
1 X 1 X o
= = 1+2 ~ [ rj; oA A pabribi & (10.12)

DieserZustand sol nun durch eine gestickte Miscung von Modulen hergestelt werden.

10.2.2 Mischung der Module

Die Module kénnen mit jeder beliehigen Phaseerzelgt werden. Samit ist esm@glich, die
Phasender Eintr Ageim Korrelationstensor herzugellen. Die untersdiedlichen Gewichte
der EintrAgeim Korrelationstensor kénnen gber die postiven reellen Mischungskoex zi-
erten eingesellt werden. Die Miscungskoetzienten werden aus diesemGrund gewahlt
zu (vgl. Gl. (10.10)):

. 1
K(CJ)= =5—Tlifia 2 (10.13)

or m

Der Bbersidhtlichkeit halber wird zunéchst eine Vormiscung durchgefdhrt. Es sol
nur ein Paar von Eintr Agenim Korrelationstensor erzeugt werden, und zwar das zum
Produktoperator €. und zu ég. Die beiden entsprechenden Eintr Age kédnnen durch Mi-
schung von Modulen zu gleichem ¢ mit denrichtig eingesellten Phasenerzewgt werden.
DieseProzedur muss fix alle Eintr AgedesKorrelationstensors durchgefdhrt werden. Sind
alle Eintragsmare korrekt erzewgt, dann kann der Gesamtzustand durch Mischung der
Vormischungen hergestellt werden Fiv die Mischungen stehen die oben eingefdhrten
Module

. A u ) ) q !
Hooas (GAS) = vy @h1sC +@h1isCy (10.14)

zur Verfdgung. ZunAchst sol jetzt ¢ ein feste Indexvektor sein  Summiert wird géber
j , wodurch sAmtliche im Korrelationstensorelenert auftr etenden Phasendurch die ge-
sdhickte Auswahl der Module

Poan (C:A i Aiari DE( i a)) (10.15)

genischt werden kénnen. Die Gewichte der Phaserfaktoren werden mit Hilfe der Mi-
scungskoe+ zierten K (c;j ) erzeugt. Auf die Normierung wird hier zunédst verzchtet,
diesesoll erst in der endgitigen Mischung vorgerommen werden. Au¥zedem wird hier
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von einem allgeneingitigen¥ ausgegagen DieseAnnahmeist durchaus geredhtfertigt,
wenn man ¥ nur klein gerug wahit.
X F4 F4 .
P (€)= K(CJ) %Row (CA I Aiaii bE(j i a))

A
X 1 1 o
= Ny brxdATAD e,
J !
+¥e"(1l J_)! ‘f(lla)ég
AX «
1 1 1 o
- N Anz_rj fial+¥ e rj;a €M AL 0GR E
j or m J nor m I
X 1 A A .
+¥ Az—rl r]l—ael I(J' “i)!bﬁ(ha)ég

i nor m
]

Der Faktor vor dem Einsoperator kommt von der fehlenden Normierung, dazu spater.
Betrachtet man den Faktor vor dem Produktoperator €., sostelt man fest, dassessich
wie ewldnsdit um das Korrelationstensorelement u. dieses Produktoperators handelt
(vgl. Gl. (10.10)). Der Faktor vor dem adjungierten Produktoperator ég hingegenert-
spricht dem komplexkonjugierten Korr elationstensorelenert ug (siehe Gl. (10.11)). Man
kann also abkivzend schreiben:

A !
1 X 1 H 1
% (c) = = T+ ¥ uCo+ruily (10.16)

i or m
J

Jetzt kann die Mischung aller dieser Vormischungen durchgefdhrt werden, gleichzeitig
sol die korrekte Normierung mit Hilfe der Normierungskonstanten N erfolgen.

1 X
%isch - N_ . %or(c)
c60 ~
A ﬂ!
1 1 X X 1 x M .
=N Yol ral+ ¥ u. €. + ul &Y (10.17)
cécO ! e c&CO
Hier folgt filv die Normierung
1 X X X X _
N = O fija= K(c;j) (10.18
norm c J Cc J

c60 c60

eine reele Zahl, die im konkreten Fall direkt berechnet werden kann. Die Summe @ber
alle c und alle j entspricht der Anzah aller zur Mischung verwendeten Module. Die
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reellen Zahlen entsprechen den verwendeten Mischungskoetzi enten oder Gewichten der
Module.
Es bleibt nun die folgerde Dichtematrix:

Powen = — T+ T uCo + uZCY (10.19)

Der zweite Term, d.h. die Summe #ber u.C., stelt wie erho®t die Produkt operatorent-
wicklung desZustands jAi dar. Nur noch der dritte Term muss hier gerauer betr achtet
werden Dazu musszunAchst das Korrelationstenorelemert uy; 4. by berechnet werden,
um eine Relation zwischen diesemund dem komplexkonjugierten Elemert uZ zu erhalten:

fi_ai bg
= 13bgpyrf &,
47 purt Cra:ng”®
1 XX
= hkj! 22 Craing 15— A A jiinj jki
k Anorm |
1 X X X
= AZ—!ab Ai Bk Gt g pgjiihj jKi
norm k | J
1 X X X D o
= '5\2—!ab A A7 1P + aihj jki
norm k | J
1 ab X A AQq bi
= &1 AR, (10.20)

Die +-Funktion kann umgefomt werden zu 4.2 = 4, a;i (Siehe [27]), womit sich aus
obiger Gleidhung ergibt:

1 b X A A b

- a o] |

Ui a;ibg = Az ! Ai Aj P24 ad

norm | J
1 ~ ~ .

- ab o b a

A —

norm J
1 X

= A aAj“! bj . (10.21

Verdeicht man diesenAusdruck mit Gl. (10.11), so ndet man die Relation:
Uri_a;i by = ! * "Ufasng (10.22)

Mit Hilfe dieserRelation ist esnun m@glich, die geniscte Dichtematrix (Gl. (10.19))
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umzuformen.

A I

15y, ¥ X e

Discn = N + — Uc c+uz c

n ) N c.
A ‘ !

1 ¥ X u iab ab ﬂ

TN 1+ N UcCe + 1 722U oy bg! * Cri_ay bg

~ 60
A ‘ !

1 y X H 1

C
c60

Da nun die Summe iber alle erlaubten c 14uft, kénnen beim letzten Term die Minus-
zeichen in den Indizesohne Besdrankung der All geneinheit weggelasenwerden. Jeder
Operator ist mit dem richtigen Korr elationstensorelenent verselen und kommt in der
Summe einmal vor, die Reihenfolge ist unerheblich. Also stellen beide Terme die Pro-
duktoperatorentwicklung desZustands %2dar, und man kann zusammenfassen

A !
1 2y X
Pasn = o7 1+ N ucCe (10.24)
c§CO
Durch den Verdeich dieserDichtematrix mit dem Zustand %5 ... erhAlt man:
2¥%
2= — 10.2
. (1025

Bber die Optimalitat, d.h. ob ein Zustand direkt an der SeparabilitAtsgrerze erzeug
wird, kann hier keine Aussagegetro®enwerden, da eskein scarfes Separabilit Atskrit e-
rium fév dieseZustandsklassegibt. Ist jAi kein verscrénkter Zustand, beigpielsveise
ein Produktzugand, dann gibt esiberhaupt keine Sepaabil it Atsgrenze filv den Zustand
% .(2). Der Zustand ist unabhAngig von 2 immer semrabel. Im Fall, dassjAi ver-
schrénkt ist, ist anzunehmen, dass? subopti mal seinwird, da die Miscung von We -
ner -ZustAnden mit Hilfe der Module (siehe Kapitel 10.1) auch zu einem subopti malen
Misdchungsparameter gefdhrt hat.

Der genmischte Zustand ist in jedem Fall separabel, da er durch Misdung separabler
Module entstandenist. Ausdiesem Grund ist das Misdungs\werfahren ein hinreichendes
SeprabilitAtskriterium.

Wasnoch erwéhnt werdensollist die Tatsache, dassman durch eine spezidle Produk-
toperatorauswahl die Mischung um einen Faktor zwei verbessen kann. Dazu missendie
Produktoperatoren in zwei Gruppen, die Operatoren und ihre adjungierten Operatoren,
aufgeteit werden. Au¥%ereém sei erwdhnt, dassim konkreten Fall die Korrelationsten
sorelemerte komplexe Zahlen darstellen, und dass daraus Mischungskoetzi erten und
Phasendirekt extrahiert werden kénnen, d.h. auch die Vormischung wird @ber® Assig
und pro Korrelationstensorelenent wird nur ein Modul und ein Mischungskoez zient
bendtigt. Ein Beispiel fiv die Mischung mit Modulen "ndet man im Anhang E.



11 Mischungsaufwand

Da wir esbei den bisher vorgesellten Miscungswrsdiriften mit einer klassistien S-
mulation spezidler quantenmedanischer Zustande zu tun hatten, stellt sich die Frage,
mit welchem Aufwand eine solche Simulation verbundenist. Deshalb sol nun eine Auf-
wandsabscatzung durchgefdhrt werden.

11.1 Aufwandsde niti on

Die quantenmedanisce Herstellung der veradlgeneinerten We rne r -Zustande ist im
Prinzip nicht selr aufwendig. Ohne im Detail auf die quantenmechanische Zustands-
préparation einzugehen, soll doch kurz die quantenmechanische Herstellung eines ver-
allgemeinerten We rn er -Zustands betrachtet werden, um den Aufwandsuntersdied im
Verdeich zur klassighen Simulation klar zu machen. Quantenmechanisch kann der Zu-
stand Y. durch direkte Mischung einestotal gemsditen Zustands und einesverallge-
meinerten Kat zerzustands mittels des Mischungsparameters 2 hergegellt werden. Den
verallgemeinerten Katzerzustand kann man quantenmedanisch mit Hilfe einer geegne-
ten unit &ren Transformati on praparieren. Dazu ist esngti g, einen Zustand, am besten
den Grundzustand des Systems, zu verwenden und auf diesendie ertsprechende Trans-
formati on anzuwenden. Im Fall von n = 2 sind dieseunitAren Transfomationen durch
CNOT-Operationen (siehe dazu [27]) darstellbar.

Im Falle der klasssden Mischung mit Hilfe von Produktzug Anden ist die Herstel-
lung, wie in dieserArbeit vorgesellt, weit schwieriger. Es muss eine gro¥seZahl an
Produktzug Anden erzewgt werden und deren Mischung mit den korrekten Gewichten
erfolgen.

Um den Aufwand der untersdiedlichen Mischungsworsadiriften messenzu kénnen,
braucht man zunAdst eine sinnvolle De nition, wozu sich die folgende anbieten wide:

De niti on 11: PrAparations-Aufwand

Der Aufwand seide niert als Anzahl der zur Mischung verwendeten Pro-
duktzustande:

A(n;N) := Anzahl zu mischender Produkt zustande:

Im Allgeneinen wird der Aufwand eine Funktion der Zahl der Subsysteme N und der
Niveawah je Subsystemn sein
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11.2 Mischungsaufwand fi&r verallgemeinerte
W ERNER-Zust Ande

Jetzt sol dasin Kapitel 8.1 vorgesellt e Verfahren zur Miscung verallgenmeinerter We r-
ner -ZustAnde untersucht werden, um den Aufwand der Misdung, also die Zahl der
bendtigten Produktzustande, abzuschétzen. Deshalb ist es zunAchst ndtig zu wissen
aus wie vielen Produktzug Anden ein Paket aufgebaut ist (siehe dazu Kapitel 7.1). In
De nition 9 wurden N, Produktzustande verwendet, um ein Paket zu mischen. Die Zahl
der Zustande N, entspricht dem Entartungsgrad der Eigerwerte des Produktoperators
und ist damit N, = nNi ! (siehe GI. (4.16).

Fiv die Mischung der verallgeneinerten We rne r -ZustAnde im nichtopti malen Fall
bendtigt man N, Pakete. Aus Kapitel 8.1.2 erhAlt man fiv die Paketanzahl N, = nVj 1.
Damit ist die Zahl der ProduktzugAnde, also der Aufwand im nichtopti malen Fall, das
Produkt der Paketanzah N, und der Anzah der Zustande N, je Paket:

Avcrop (N;N) = NoNp = nMi4(aN 1) = 2Nty pNit: (11.1)

Im opti malen Fall hingegenwerden weniger Pakete verwendet, nAmlich nur alle Pa-
kete, die zu a = 1 gehdren. In Kapitel 8.21 ergibt sich deren AnzaH zu Np=;) = nVit
(sieke GI. (8.17). Zusétzlich ist noch eine spezielle Mischung von n Produkt zustAnden
nétig. Damit kann wieder die GesantzaH an gemischten Produktzustanden, also der
Aufwand, angegelen werden:

Ao (N;N) = NzNp@=y) + n= n?™N1 2+ n (11.2)

Aufwand n=3

10°
108
10’ *
108
10°
10%
103 sk
P .
102 * Aopt (nl N )
10t

VEYE

ks Anichtopt(n; N)

i34
P

Abb . 11.1: Mischungsaufwand fi die Misdung einesverallgemeinerten We rner -Zustands (logarith-
misch aufgetragen). Die mit | gekennzeichneten Punkte gehdren zur Funktion Acne o (N; N), die mit
H gelennzeichneten zu Ay, (n; N).

In Abbildung 111 sind die beiden Aufwandsfunktionen logarit hmisch éber der Zahl
der Subsystemefiy n = 3 aufgetragen. ZunAchst sielt man, dassbeide Aufwandsfunk-
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tionen exponertiell mit der Zahl der Subsysteme arwachsen filv grovseN ungefhr mit
dem gleichen Exponenten:

Anichtopt(n; N) » n2N ; Aopt (n1 N) » n2N : (113)

Wie nun der Aufwand der suboptimalen im Vergeich zur optimalen Misdwung ist, kann
abgesbAtzt werden. Man gelt zunAdst von folgendem Zusanmenhang aus:

Ao (M;N) = A cniop (N N): (11.4)

Aus dieserGleichung kann g bestimmt werden, man erhAlt:

ni 2N +2 + ni 1

Interessat ist der Limesvon g fik gro%eN, der leicht berecenbar ist, da der Zahler
gegenni * und der Nenner gegenl geren. Damit erhalt man:

. 1

O = NIllgn g= o (11.6
Das bedeutet, der Aufwand fiv die optimale Mischung ist um einen Faktor n geringer
als der fir die suboptimale Mischung. Diesist auch unmittelbar einsichtig, da jedes
Paket so gesbickt gewdhlt wurde, dass esnicht nur einen Eintrag richtig erzewt hat,
sordem n richtige Eintrdge, wemn man den Eintrag filr den Einsoperator auch mitzahlt,
d.h. man musste auch weniger Produktzusténde zur Misdung verwenden. Also gilt hier
ungefahr:

1
Aopt (n’ N) 1/4 ﬁ Anichtopt (ni N ): (117)

Trotzdem ist der praktische Aufwand im Fall der optimalen Mischung eigertlich hg:
her, da eine Paketauswahl getro®en werden mussund zusatzlich ein speziller Zustand
bendtigt wird.

11.3 Mischungsaufwand fir ,blassd Zustande

Jetzt soll die Mischungsworsdrift zur Mischung ,blassek Zusténde (siehe Kapitel 10)
hinsichtlich desAufwands untersucht werden. Um wieder mit der De nition 11 arbeiten
zu kénnen, muss man wissen wie viele Produkt zustAnde ngtig sind, um ein Modul zu
mischen. Hier sol eine grobe AbscAtzung ausreichen. Aus Kapitel 9.4 wissenwir, dass
jedes Modul aus nj 2 Paketen genischt wird. Zur Misdung eines Moduls bengtigt
man also (n j 2)N, Produktzustdnde. Der Korrelationstensor hat n®N Eintrége (siete
Kapitel 4.4). Mit einem Modul lassensich je zwei Eintr Agekorrekt einstellen, d.h. wir
bendtigen zur Mischung % Module. Der Aufwand ist dann

2N 1

n .
AModule(n; N) Ya (n i 2)NZ T = E (n i 2)n3NI 1: (118)
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Damit wAdcst der Aufwand hier grob wie
AMo dule(n; N) » n3N 1 (119)

also starker als bei den Mischungsworsdiriften mit Paketen. In Abbildung 112 ist der
hier berechnete Aufwand gegendender subopti malenMistung aus demvorigenKapitel
aufgetragen. Man sielt ein deutlich starkeresAnwadisendesAufwands A, ..(n; N).

Aufwand n=3

108 * Anichtopt(n; N )

4
%83 3 * Ablass(n; N)

Abb . 11.2: Mischungsaufwand fér die Mischung eines ,blaseenl Zustands (H) (logarith misch aufge-
tragen). Zum Vergleich der Aufwand fif suboptimale Mischung verallgemeirerter We rner -Zusténde

(1)
Es kann wieder versucht werden, die Beziehung zwischen den Aufwandsfunkti onen
AMO dule(n; N) und Anichtopt(n; N) herZU|eIten
AMo dule(n; N) = gOAnichtopl (n) N) (1110)

Da jedoch der Aufwand bei der Mischung mit Modulen starker wAdst als der bei Mi-
sdung der Pakete, divergiert der Faktor g°.
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Gegenstand der vorliegerden Arbeit war die , klassischeSimulierbarkeid quantenme-
chanischer Korrelationseigerschaften ausgevéhlter Zustandsklassen Dabei ist esgelun-
gen Verfahren zu entwickeln, mit denen es m@glich ist kompliziertere quantenmeda-
nische Korrelationseigenschaften in abgestiwAchter Form modular aus grundlegenden,
.Klassschen Korrelationen aufzubauen Aufgrund dessenist es m@dich, Versdran-
kungsegersdaften besimmter Zustandsklassen, klasssd\ zu simulieren ohne , edté\
Vershrankung zur Verfdgung zu haben. Die Separabilit Atsgrernze scheint dadurch an
physikalischer Bedeutung zu verlieren, da allein die Starke der Korrelationen dardber
entscheidet, ob ein Zustand verschrénkt oder semarabel ist. Man kann Korrelationen
an sich also nicht einfach in ,quantenmedanisdeé und ,klassichd aufteilen. In die-
sem Zusanmenhang ist die Rolle von Versdirankung mit den, sdon in der Einleitung
angespochenen, Paradebeispielen der modernen Quantentheorie, ,Teleportation [1],
.Quantenkryptographié [2, 3] und ,Quantencomputed [4,5] in Zukunft noch gerauer zu
untersuchen.

Das hier vorgesellte Verfahren, basierend auf grundlegenden, separablen Quanten-
zustanden, den Modulen, madt esmg@glich jeden Zustand aus der Klasseder , blasseh
ZustAnde durch Misdung herzustellen, bzw. die Korrelationseigerschaften der Zustan-
de ,klasssd\ zu simulieren. Die so erzewgten ,blasen Zustande sind auf jeden Fall
semarabel, da sie durch eine inkohArente Mischung separabler Zusténde erzewgt werden.
Das hat zur Folge, dassdas Miscungswerfahren sebst ein hinreichendes Seprabilit Ats-
kriterium ist. Die verwendeten Module haben desWeiteren die besortere Eigenschaft,
dasssiejeweils die minimale Anzahlan Korrelationen erthalten, d.h. die Produktopera
torentwicklung der Module besteht aus nur zwei Produktoperatoren (es sind alsogerau
zwei Korrelationstensordemerte von null verschieden; wegender Hermiti zit At kdnnen es
nicht weniger als zwei seirn). Diese Minimaleigerschaft macht dem Verfahren erst die
gesante Zustandsklasseder ,blasen Zustande zugénglich.

Das Misdcungswerfahren wird im Allgenmeinen nicht optimal arbeiten, d.h. eswer-
den Zusténde unterhalb der SepaabilitAtsgenze erzewgt. So erhAlt man mit Hilfe der
Module, bei Mischung einesWe rne r -Zustands, in der Tat nur unterhalb der Separabili-
tAtsgrenze liegermle Zustande. DieseAussageist m@dich, da fiv die Wern er -Zustande
das Peres-Kriterium hinreichends und notwendiges SeparabilitAtskriterium ist, und
die Mischung zu einem Zustand unterhalb der Pere s-Grenze fdhrt. Das sdlieVitaber
nicht aus, dasses Zusténde gibt, fir die das Verfahren optimal arbeitet. Eine sokche
Klasseist jedoch bis jetzt nicht bekannt.

Um ein Gefidhl fir die Gite der Mischung zu erhalten, ist es m@gglich, den durch
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Misdung erzeugten Koezzierten 2 mit dem aus dem Pere s-Kriterium beredineten
zu vergleichen. Das normalerweise nur notwendge Pere s-Kriterium kénnte evertuell
neben dem W ern er -Zustand auch noch fir weitere Zustandsklassenzusétzlich hinrei-
chend sei. Ist das nicht der Fall, soware zumindest eine Abschatzung der Entfernung
von der Peres -Grenze mgglich. Wegender komplizierten Struktur desZustandsraums
wird dieseUntersuchung nur numerisch m@glich sein

Des Weiteren ist esin dieser Arbet gelungen eine spezielle Misdungswrsarift
fiv eine spezielle Unterklasseder ,blassen ZustAnde, die verdlgeneinerten WERNER-
ZustAnde anzugeken. Mit diesemVerfahren ist es m@glich, We rne r -Zustande direkt
an der Semrabilit Atsgrenze herzustellen. Dazu kdnnen allerdings nicht die Module ver-
wendet werden, sordern man muss spezidl an diese Zustandsklasseangepasse sea-
rable QuantenzugAnde, die Pakete zur Miscung verwenden. Jedes Paket ist in der
Lage,gleichzeitig nj 1 von null verschiedere Eintr Ageim Korrelationstensor desWe r-
ner -Zustands richtig einzustellen. Damit sind die Pakete spezidl fév die Mischung von
W ern er -Zustanden geegnet, aber zur Mischung anderer Zustande unbrauchbar. Die
OptimalitAt diesesVerfahrens ist bewiesen da die Miscung zu einem Zustand fihrt,
der an der Per es-Grenze liegt. Hieraus folgt, dassfir We rne r -ZustAnde das Peres -
Kriterium sowvohl notwendigesals auch hinreichendes Separabilit Atskrit erium ist.

Diefiv dasspezielle Mischungs\erfahrengetro®eren Aussagerbezieten sich zunéchst
nur auf Systeme, bei denen die lokale Hilbertraumdimension n prim ist (dasgilt im Bb-
rigen nicht fir die Mischungswrsdrift mit Modulen). In Zukunft wére interessam, ob
auch fiv alle anderen Systeme, also Systeme deren lokale Hilbertraumdimension nicht
prim ist, eine solkche opti male Mischungsvorsdrift fév We rne r -Zusténde existiert. Ei-
ne weitere Fragesellung kénnte sein ob es fily andere Zustandsklassen(Unterklassen
der ,blasseh ZustAnde) auvserden We rne r -Zustdnden auch opti mal angepasse, se@-
rable Pakete gibt, um eine Mischung direkt an der Separabilit Atsgrenze zu erreichen
Auch die Frage, wie weit die mitt elsder Module genisciten ,blasseh Zustande von der
Separabilit Atsgrenze ertfernt sind, bleibt o®en

Insgesant sind alle hier vorgesellten , klassichen\ Miscungsvorschriften mit einem
exponerti ellen Aufwand verbunden, d.h. die klassishe Smulation quantenmedanischer
Vorgénge ist, wie erwartet, filv grov.eSysteme exponertiell schwierig. Die Frage, ob
Bberhaupt sAmtliche quantenmedanischen Vorgénge, wemn auch mit hohem Aufwand,
klasssch simulierbar sind, ist damit aber noch nicht geklart.

Das in dieserArbeit verwendete Verfahren der Produktoperatorertwicklung ist auf
jeden Fall ein sehr mAdti gesWerkzeug zur Untersuchung quantenmedanischer Korrela-
tionen. SchlieYich bleibt o®e, ob die hier entwickelten Verfahren und Tednikenauf den
gesanten quantenmedanischen Zustandsraum ausdehrbar sind und esmit deren Hilfe
mdglich ist, noch nicht gelArte Fragen im Bezug auf den Zustandsraum zu beartworten.
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Zum Schluss solen nochmals die in dieser Arbeit entwickelten ZustAnde und Mi-
schungsverfahren im Bberblick zusammengefasstwerden:

Mischung ,blassex Zustande:

%ass = nAN(ll 2)1+ 2p%in

1. Ressourcen: Mo dule

A u ﬂ!
w (cA=X t+y Al +erEY

nN
2. Mo dulauswahl: uc(%2:,) = Smrféé’%ng

2 Phase: A. = Argfuc(%2:.)9

2 Misdwungskoetzienten:

K(C) = juc(V2in)]

3. Mis chung:

o LP »
%IS ch N K (C) I)%Io dul (C1 AC)

4. Erge bnis:

2

zm

Fm %in = %atze: 2= nN_lll

Mi schung WERNER-ZustAnde:

%emer = nLN (1 | 2)i + 2 %atze

1. Ressourcen: Pakete

~

A !

P ..
P (€19) = G T+ LI HCY

2. Paketauswahl: Ug(%2x5e) = Spurféé’%tz g

2 Phasen s =0

2 Mischungskoext zierten:
K(c)=1 p
A — e N - N
fiva=fa;::;;ag, ., b =0;
sorst K(c) =0

3. Mis chung:

P P
R (C;0) (" 1y b = 0)

. P
%isch = N_p

a b

4. Erg ebnis:

2 - nji1l
nNj 1

: : a1
Mit speziellen Tricks: 2 = —wrr






Anhang

77






79

A Beispiele fir unit Are Operatoren:

A Beispiele fi unit Are Operatoren:

Die folgenden Beispiele fiv unitAre Operatoren sind aus [27] entnommen.

Unit &re Operatoren fily n = 2:
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B Eigensystem unitArer Operatoren

B.1 Eigensydem von allen Operatoren mit a = 0

Die Eigenwerte fiv alle unit Aren Operatoren mit a = 0 sind einfach zu berechnen, da die
Operatoren scdhon Diagoralform haben. Aus

Xi 1
Qopimi = 1 *Pjpi fpjmj
p=0 P;j{z_}
il
= | P"jmij (B.1)

kann man direkt die Eigerwerte und Eigenzug Ande ablesen
=1 bm

i mi = jmi (B.2)

B.2 Eigensydem von allen Operatoren mit a 6 0

Fiv diesen Fall ist die Herleitung einer gestlosenen Form fiér Eigenwerte und Eigen
zustande nicht garz soeinfach und folgt der aus [22]. Ausgargspunkt ist die Eigerwert-
gleichung

0a;bj,mi = ,mj,mi: (B.3)

Hier wird fiv den Eigenaustand eine Entwicklung in die Basis-ZustAnde jli desHilbert-
raums mit n Dimensionen angerommen:

Xi 1
jomi = a(m)jli; (B.4)
1=0

mit ¢ (m) als Entwicklungskoezx ziert. Setzt man diesenAnsatz in B.3 ein, erhAlt man
nach einiger Rechnung eine Rekursionsformel fi die Koex zierten

| bp
Cpra(m) = ~—cy(m): (8.5)

Einer der Koez zienten c,(m) ist unabhéngig wahlbar, da Eigenzustande nur bis auf eine
Normierung bestimmt sind. Man wahit ¢(m) = 1. Setzt man diesin die Rekursion ein
und madt s Rekursiorsdritte, erhalt man:

Gooq = o1 Blsy ab (B.6)

S
> M

Im Folgerden musszwisthenweiterenzwei FAllenunterschiedenwerden. Istn2 , wird
die Rekursion erst nach n Schritt en wieder den gleichen Koezx zierten erzewgen Es gilt
die Ringbedngung

Cena = G (B.7)
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Ist jedoch n 2 , sokann esbei einigen Operatoren, d.h. bei bestimmten Indexpaaren
fa;bg, shon bel weniger als n Rekursionssdritten zur Erzeugung gleicher Koezx zierten
kommen.

ZunAchst jedoch der gutm i ge erge Fall: Setzt man B.6 in B.7 ein und bendcksich-
tigt desweiteren, dassc(m) = 1 gewdhlt wurde, erhAlt man eine Gleichung, die nach
(, m)" au’ Ashar ist. Zieht man die n-te Wurzel, ethalt man die Eigenwerte der unit Aren
Operatoren:

= bly abtyt+m. (B.8)

Es gendgt hier | = 0 zu betrachten, da die anderen méglichen | zu keinen neuen Eigen
werten féhren. m nummeriert hier immer den Eigerzustand.

Im zweitenFall, d.h. n 2 , gibt esOperatoren mit Entartungenim Spektrum. Gilt
fiv n De nition 4, treten Entartungenim Spektrum bel allen Operatoren auf, deren
IndizesVielfache eines Primfaktors px von n sind, d.h.

a= XaPk; b= Xppx; Xa;Xp 2 (B.9)

Fiv alle anderen Operatoren Andert sich nichts an der obigen Rechnung. Diesespezillen
Operatoren haben eine andere Ringbedingung, da nicht erd nach der n-ten Iteration
der gleiche Koez ziert auftritt, sordern sdon nach der s = ™2ten Iteration. Wie oben
kédnnen damit die Eigenwerte dieserOperatoren besimmt werden:

ab nxa . ma_
m = 10 2R D e (B.10)

5

Hier kann nicht nur | = 0 betrachtet werden Zu jedem | gehdren ™= verschiedene
m. Damit alle Eigernwerte erreicht werden, mussgelten| = 0::: % i 1, wobei % den
Entartungsgrd der Eigerzustande darstellt .

Auch die EigenzugAnde kénnen nun angegelen werden. ZunAdst wieder der gut-
mikige Fall ohne Entartung. Man setzt den fiv die Eigenwerte gefunderen Ausdruck
B.8 in die Rekursionsformel B.5 ein. Der s-te Koe+ziert lautet dann

Coa(m) = 1 ZS(si mi ms. (B.11)

Setzt man die so gewonneren Koezx zierten in Gleichung B.4 ein, erhdlt man nach kor-
rekter Normierung den Eigenzustand
1
L2 st mi g, ©.12
s=0

Bei allen unitAren Operatoren, die ein entartetes Spektrum aufweisen geht man
gerauso vor, nur dass hier die Eigerwerte B.10 verwendet werden. Als Eigenzustand
nach entsprechender Normierung erhAlt man hier

Jomi =

.. _ NXa Xit . .
Lmil = — CG+sa(m) jl + sai; (B.13
s=0

mit dem Koez+zierten

@Sz. ams

Gssa(Mm) = (j 1)Pes1 2571 G (B.14)
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Anhang

C Mischungen mit Paketen

C.1 Verallgemeinerter WErRNER-Zustand (n prim)

System:

1. Katzenzusta nd:

N = 2 Knoten mit n = 3 Niv eaus

jKatze = pl—é(jo; O +jL 1 +j22)

2. Dic htem atri x des Kat zenzusta nds:

Datze = %(jo; 0ih0; Oj + jO; Oih1; 1 + jO; 0ih2; 2) + j1; 1ih0; Of + j1; 1ih1; 1]
+j1;1ih2; 2) + j2; 2ih0; Oj + j2; 2ih1; 1 + j2; 2ih2; 2))

jo; 0i
jO; Li
j0; 2i
jL;0i
3 12
j2; 0i

j2; 1i

j2;2i

3. Kor relations tensor:

uCl;Cz =

o M0 MY M2 MO hLY h;2

0

oNeNolNolNolNo)

cNeoNoloNoNol el

0

1

POOORFr, OOO

o

oNoNololNolNolNol o)

0

OO OO0 O0OO0O0o

eoNeoNoloNol JNolelNo)

OCOOPFrROO0OO0OO0OOo

0

oNeoNoNolNoNoNelNo)

cNoNoNol NolNolNolNo)
OCOPrPOO0OOO0OO0OO0o
P OOOOOO0OO0OOo
ORrRO OO OO OO

4. Pro duk top eratore ntwicklung
tensor folgt die Entwicklung:

0

OO OO O0OO0OO0OO0o

1

P OOOEFr OOOo

0

oNeoNolNolNolNoNelNo)

h2; Oj

0

OO OO O0OO0OO0O0o

; 1

0

cNololololNolNolNo)

h2; 2] 1
1

POOORFr OO0OO

des Katzenzusta nds: Aus dem Korrelations-

1
%atze = §(i+ éf 1;29 + éf 2,19 + éf 3;30 + éf4;Sg + éf5;4g + éf 6;69+ éf 7;89 + éf8;7g)
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C Mischungenmit Paketen

5. Verall gemeinert er W ERNE R-Zusta nd:

— OO0
Nnl O O O«lmO O Omﬁ_
i

(o]

OOOOOOOWTO
OOOOOOWTOO
OOOOOWTOOO

wmO O O YloO O O~im
—

OOOLQOOOOO
—
00&9000000

OWTOOOOOOO

YoO O O«ImO O O«wim
i

o D)

(1i 2)-A|-+ Maze =

1
9

Dverner =

6. Bengtigte Zust Ande: Nur Pakete,die zua = 1 gehdren(Achtung, bisher wurden

die Produktoperatoren mit f c;; c,g indiziert. Jetzt muss man die extrahieren, die

zu a= 1 gehdren).
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Mischung dieserPakete:

Paos = 5% (336,0)+ %, (1450,0)+ %, (1545;0)

Spezkelle Mischung:
0 1

Wl =

1
1Q%pez. = §(i+ éf 1,29 T éf 2;1g) =

cNeoNololNolNoly
eoNeolololNeloloelole)
eoNeolololNololoelNole)
C O OO0 O0O0OO0OO0o
oNoNoNoN lolNolNolNo)
oNeoNeolNoNolNolNolNolNe)
oNeoNeoloNelNolNolNole)
oNeoNoloNelolNolNolo)

ojejeojoejoNe)

o
[

7. Misc hung eines opti malen W ERNE R-Zusta nds:
Gewichtete Mischung (Npa=1) = 3):
0

1
D= 2(3%:1 + %pez.) =

RO O okl 0O © o
cNeoNoNeoNeNeNolv e
cNoNeoNeNeoNelvyloNe!
cNeoNoNoNelyloNeNe
RO O oo O O OokKl+
cNeoNelvyloNoNoNeNe!
oOoRkFoooooo
sl leoNoNecNoNoNeNe!
o O O OO O o'.:,lwH
ZOOOOOOOOOmn

8. Berechnung 2: Ausdem Vergleich mit 5. folgt:
1 1 1

2= -~ Peres— N1 . 4 — 7
4 nNil+1 4

In diesemFall wére auch die Mischung aller Pakete optimal gewesen was fiv grév.ee
Systeme nicht mehr gilt. HAtte man die Berechnung auf Bass der EigerzustAnde uni-
tArer Operaoren durchgefdhrt ohne die Theorie der Produkt operatorentwicklung, dann
hatte man fiv die Mischung schon 24 Zustédnde beredinen misssen Der Aufwand ware
ungenein hgher gewesen

C.2 Verallgemeinerter WerRNER-Zustand (n nichtprim)

System: N = 2 Knoten mit n = 4 Niv eaus

1. Katzenzusta nd:

jKatze = %(jo; O +j1;1i +j22 +j3;3i)
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2. Pro duk top eratore ntwicklung des Katzenzusta nds: ¢ = fc¢;; g

u
Doatz ¢ = 1i6 1+ é1;3 + é2;2 + C3;1 + é4;4 + és;7 + é6;6 + C?;s + Cs;s
1

+ 69;11 + é10;10 + é11;9 + 612;12 + 613;15 + é14;14 + é15;13

3. Pakete: Nun solen alle Pakete erzewgt werden fiv die gilt: a; = 1 und a, = 1.

TR & 1 1M 1
D2 aer (F4,49;0) = 16 1+ é4/;44 = 16 1+ é4;4 + é8;8 + é12;12
Yrl
1 oy 1 1 M 1
% e (f5,70;0) = — 1+ € == 1+ s+ Cigiot Cisas
16 et 16
Ko e W T
1 s 1
Doue (F7,50;0) = 16 1+ é7/45 = 16 1+ é7;5+ é10;10"' é13;15
EZ=1
H 1

1 X M
%24 (16,60,0) = 16 1+ Ces = 16 1+ Cos+ Cos + Crana

YFl
Mischung dieserPakete:

9
192:]_ = 1- i 4_A|. + é4-4 + é5-7 + 66'6 + é7.5 + 268'8
416 4t a7 Las L ©

+ 2élo;lo + 612;12 + 613;15 + 614;14 + 615;13

Man erkemt sofott das Problem: Neben den, wie erwartet, fehlenden Operatoren
zua = 0 sind zwei Operatoren, namlich Cgg; C10.10, doppelt vorhanden und zwei
fehlen garz ég;ll; 611;9.

4. Korr ekturpak ete:
Mo T M T
Dua(f9,119,0) = 16 1+ C;/;411 = 16 1+ é9;11 + é2;2 + 611;9

YrFl
Lo o |l M 1
1 3, EA 1
%aket(f 8:&‘11 2) = 1_6 i + ! 2/468/;8 = 1_6 i i ég;g

Y=l

Hoox 1 1 M 1
Pua(f1000g:2)= 7 3+ 17Cl,0 =0 1i Cuowo

Yel

Sebst das erste Korrekturpaket erthAlt noch einen Fehlterm, den Operaor Cz;z,
um diesenzu ertfernen, bendtigt man noch ein weiteresPaket.

o ox 1T . u |
7% 1 A 1
wa(12,20:2) = 16 1+ vt | 24CT, = 16 i s
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5. Spezielle Pakete: Bis jetzt fehlen noch alle Produktoperatoren mit a = 0

%aket(f 1’3g! O) = 1_6 i'l' é]fé = 1_6 i"‘ 61;3 + éZ;Z + 63;1

Yel

6. Misc hung aller Pakete:

H

By (f4.40,0)+ %, (F5,7,0)+ %, (F7.50;0) + %, (6,65;0)

%
9

+ %aket (f 9’]—1'91 O) + %aket (f 8789’ 2) + %aket (f 10’1(g1 2)
1
+ %aket (f 2’291 2) + %aket (f 1’%’ O)
11 H

é 1_6 9.A|.+ 64;4 + Cg;g + 612;12"' éS;? + é10;10 + 615;13

+ é7;5 + é10;10 + é13;15 + ée;e + Ca;s + 614;14

+ é9;11‘*‘ é2;2 + é11;9i és;si élo;loi éz;z + é1;3 + é2;2 + é3;1

A
1, 1"
16 9

q !

+ és;e + 614;14 + 69;11 + 611;9 + él;3 + éz;z + é3;1

é4;4 + é8;8 + é12;12 + é5;7 + é10;10 + é15;13 + é7;5 + é13;15

l

7. Ergebnis: Die Miscung ist nun erfdgreich durchgeféhrt, alle Produktoperatoren

sind vorhanden. Das Ergebnis ist ein We rne r -Zustand mit

1 1 1

2 — 2 =

9 o = N1yl 5

D.h. man ist weit unterhalb der in [6, 25] angegelenen Separabilit Atsgrenze fi

Werne r -Zustande.
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D Beispiel zur Mischung eines Mo duls

System: N = 2 Knoten mit n= 5 Niv eaus

1. Zu mischendes Mo dul: (Hier gilt €Y= €l !, dan ungerade ist.)

A !
1 H T
%odul(c;l): 2—5 i+¥ | CC+!4C§,

2. Pakete:
1 H x4 1
%aket(c;s) = 2—5 i+ | SACCA

$Z=%

3. Misc hung der ausgewahlt en Pakete:

AXl u q
M) %ae(C;7 + K)+ TG0 ) Raa(C;5i 7 +K)
- |

%o dul (C’ k= 1) N_

+ %K)
A !
D%, (62)+ 1(@) %, (61500 + %,,(61)

A f

T 1+r(1)+r@) %
M T u T
+ 1ler@2+r@) C+ 12+ 4+ r(4) CE2
! T u m
+ 13 @) S+ @) C3+ 14+ r@)! B+ r(4) CF

Z|

4. LG S: Die reelen Koext zierten solen so gewahlt werden, da%die Operaoren Cf
und ég versthwinden. Daraus ergbt sich das folgende LGS:

M T
12+ r(D)!'%+r@@) =0
H 1
13+ r()!%+r@4) =0
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mit den Lésungen:

. 1 [—
ey

3 _
(@=i g =505

(@) = s

Die Normierung hat dann den Wert:

Pl 13414 _
N :1+r(1)+r(4):i1l : l,é T :p5'

. Gemi schtes Mo dul: WAahIt man nun in der Mischung der Pakete die Koez zien

ten so, wie durch das LGS berechnet, erhalt man die Dichtematrix:

N O N LA 15 é4ﬂ
19%0"“'(0"()_N_A2_5 N T &t 1 r12e
1 ! : "
_ : 4 A4
_2—5_“L+||\|(1+!+!21!CC+!(§C

mit
1 P- 1
¥ = —( 5ij 1)< =:
59—5( i 1) 5

Das so gemischte Modul ertspricht dem oben gewdnsdten.
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E Mischungen eines WERNER-Zustands mit Mo dulen
System: N = 2 Kno ten mit n = 3 Niv eaus

1. Korr elationst ensor des Katzenzusta nds:

0 1
1

(@)
o
o
o
o

Uf C1 ;ng(%a tze ) =

oNeoNoNoNelNo)
[cNoNeolNoNoNol el
[cNeoNeolNoNoNolNol
[cNeoNoNoNol el
OO0OOPFrOoOoOOoOoOo
OO O0OO0OPFrOOoOOoOoOo
OO PFrROO0OO0OO0OOo
P OOOOO0OO0OO0OOo
ORr OO0 o OO

0

2. Mo dulaus wahl: Da alle EintrAgeim Korrelationstensor eins sind, bengti gt man
nur Module mit der PhaseA = 0. Zu allenim Korr elationstersor auftr etenden von
null verschiedenen Elemerten wird ein Modul bendtigt:

oo (F1,20,0); %%,,,(f2,19,0);  %%,4, (F3,35,0); %% 4.(f4,59; 0)
Dooan (F5,40;0);  %%,,,(f6,63,0); %, (f7,83,0); %,,.(f8,79;0)

All e Mischungskoez zierten dieserModule sind eins.

3. Misc hung aller Mo dule:

%(%odul(fl,Zg; 0) + %0 4.(f2,19;0) + %2, ,,(f 3,39, 0) + %%, ,,(f4,59; 0)
+ 9200 (5,40, 0) + %2, (6,60;0) + %, ., (f7,89;0) + %, ., (f8,79; 0))

%iso h

°s 000 0L 00 0 &
36 24 24
0L 000O0GO0OT OO
002 00O0O0TO0O
000 0O0O0TO0O
ézﬁlooo;}ooo;4
00000000
0 000O0GO0ZLO0O
0 000O0GO0GO0ZLO0
L 0004000 2

4. Vergleich mit WERNER -Zusta nd: Aus dem Vergleich mit dem Werner -
Zustand erhalt man:
1 1

2 =

8 nNj 1
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F Gedankenexperimente

F.1 EPR-Paradoxon

Hier sol die Redinung zu denim Kapitel 2.2.1 vorgeselliten EPR-Messungen kurz dar-
geselit werden (siehe dazu auch [15]). System: N = 2;n= 2

1. Messoperator: Die Messung der Polarisation am * ten Teilchen kann mit Hilfe
des Messoperators

A= COSE()  sin(E(*) !
sin(E(*)) i cog£(!))

durchgefidhrt werden. Dabei soll in der Messing das erste Teilchen nach links, das

zweite nach rechts ge°ogensen, auvedem sol der linke PolTter auf £(1) = 0

fest eingesellt sen und nur der rechte soll mit £(2) = £ verdreht werden (siehe

Abbildung 2.1). Der Korrelationsmesoperator A ist damit:

U T u - T
o "1 0 COYE)  sin(£)
A=Al)- AQ2) = 0 i1 = sin(f) j cogf)

Ocos(£) sin(£) 0 0 !
_ %sin(’i) i cog£f) 0 0 §
0 0 i cog£) | sin(f)
0 0 i Sin(E) cos(£)

2. Zu messender Zustand: Hier solen versciedene Zustande mittels des oben
denierten Mesoperators A genessenwerden

a) Katzerzustand:

o
[

NI, O ONI-

Il
(QPo

%BIZE

OO oo

OO oo

NI, O ONIF
>0

b) Werne r -Zustand mit 2 =

Wl

o

=
+

N O O-b‘
=
OO#"NO
P
-I’;O [@] VRS
>n F

O#EO o

IN
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c) 6 Produktzustande in die der unter b) de niete Wern er -Zustand zeldegt
werden kann:

0 1 0 1
1000 0000
_ooogg_ _%8000'
%‘%ooo ’ 2= 00 ’
0000 0001
0 1 0 1
1 j1i1 1 1111
_1%1 1 1 1k _1%1111§
BE2@1 1 1 1K BT z@ 11 1KY
1 j1i1 1 1111
0 1 0 o 1
1 1 i1 1 1 510 1 1
_1%ii 1 i1ii§. _1%i 1 i1 i§
B=z@0 11 01 i K0 BTZ@0 ;1 1 i
1 i i 1 1 i i 1

3. Korr elationsf unkti on:
Die Korrelationsfunktion berednet sich nach

f(£) = Spurf A1y

a) Korrelationsfunktion desKatzerzugands: f () = cog£)
(siehe Abbildung 2.1(b))

b) Korrelationsfunktion desWerne r -Zustands f (£) = 2 cog£)
(siehe Abbildung 2.2)

c) Korrelation jedesder sehs ZustAnde berechnen:

fiu(E) = (—13cos(£); fo(E) = %COS(E)
fa(E) = fa(E) = fs(E) = fe(£) = O

Gesante Korrelationsfunkti on setzt sich zusanmen als Summe der einzelren:

X 1
f(E) = fi=§cos£

dieseFunktion stimmt mit der aus Teil b) fdv 2 = $ @berein.

Die Korrelationsfunktionen ertsprechen den Erwartungen Bei den gemischten
Zustanden skaliert die Funktion f (E) mit 2, der Kontrast der Interferenz wird
schwacher. Das Experiment madt keinen prinzipiellen Untersdied zwischen ver-
schrénkten und nichtverschrankten ZustAnden, denn fidr 2 > £ ist der gemischte
Zustand aus b) verscrankt.



92

Anhang

F.2

.Blas® Teleportation

1. Quantenkanal:

0 1a , 1
4 0 0 2
_Bo % o0 o0 §
%erner - %O O l4|_2 0
; 0 0
. Zu teleportie render Zust and:
U
- ey OL o ad alb
%n ce — (aJO| + blll)(a mJ + b hlj) - bau bbﬂ
wobei geten mu¥va:aa® + bty = 1
. Zustand des ganzen Systems:
%es = %Ii ce %emer
0 1+2 a 1+2 2 1
Zaa 0 0 ad® a0 0 sal’
0 AL 0 0 0 i alf 0 0
0 0 AL 0 0 0 L alf 0
_ B saa 0 0 %aa" salf 0 0 %abu
B %ba" 0 0 sbd L2hig 0 0 >bl
0 l;—zba" 0 0 0 L4_Zb5 0 0
0 0 1i42bat’ 0 0 0 %blﬁ 0
%bau 0 0 1jlzbau Zbl§ 0 0 %bbﬂ

. EPR -Messung von Alice: Mit einer Wahrsdeinlichkeit ps = % miYst Alice den

EPR-Zustand:

JA(L; 2)i 3 3PA(; 2)j:
Angenommen dieser Fall ist eingetreten, dann wird der Gesantzustand auf den
Zustand

Ps = JA(L; 2)iz shA(L;2) - 1(3)

projiziert. Der Gesantizustand geht dann Bber in den Zustand:

l?ges = élﬁg I)%es |ﬁ3:

. Zustand bei Bob: Durch Ausspuren erhdlt man den Zustand von Bob:

“’ 1; 2 ﬂ
==+ 2aa” 2ap’”
%ob = Swrl;zf Dgesg = 2 Zban llz_z + zbtf

damit ist man in diesan Fall scon fertig, Bob hat eine verrauschte Version des
urspridnglichen Zustands von Ali ce erthalten.

= %(1i 1+ 215, .
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hermitesdt, 6, 13

SuU(n), 13
unitére, 13
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Katzerezustand, 8, 27, 82, 84, 91
verallgeneinert, 28
klassich, 1
Knoten, 3
Koh&renzvektor, 16, 24
Korrelation, 19, 31, 73
Korrelationsfunktion, 8, 91
Korrelationsmatrix, 24
Korrelationsmessung, 8
Korrelationstensor, 12, 24, 33
-element, 25
Werne r -Zustand, 29, 30, 45, 63
beliebiger Zustand, 25
blasser Zustand, 30, 64
Katzerzustand, 29

Liouvilleraum, 3, 19

Matrizen
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Messung
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EPR-, 8, 10
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optimal, 48, 50
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mit Modulen, 63

mit Paketen, 45
Module, 53, 89

De nition, 53

Eigersdhaften, 54

Eigerwerte, 55

Eigerezustande, 55

Erzewung, 57, 87

Hermitizitat, 54

minimal Eigerschaft, 53

Misdungswverfahren, 63, 65, 89

Phase,60

Postivitat, 54

Separabilit At, 55

Spur, 54
Modulo-Funktion, 13
multilokal, 24

nichtl okal, 19

Operator
Pauli , 10, 13 53
hermitesch, 6, 13
parti elltransponiert, 33
unitdr, 13, 79, 80
Operatorbasss, 13, 15, 19
Orthogoralitat, 15, 21, 23
unitdr, 13, 21, 23
VollstAndigkeit, 15, 23
OptimalitAt, 48, 50, 53, 68

PauLi -Operaoren, 13
Peres-Kriterium, 32, 34, 36, 38, 45, 50
Pakete, 39, 82

De nition, 39

Eigersdaften, 41

Eigernwerte, 41

Eigerzustande, 41

HemmitizitAt, 41

Korrektur, 84

Korrelationstensor, 40

Misdung, 39, 45, 82

Postivitét, 43

Produkt operatorenentwicklung, 40

SeparabilitAt, 43

Spur, 41
Parti elltransponierte, 33
Photonenpaar, 8
Polarisationsverscrankung, 8
postiv de nit, 4
PostivitAtsted, 6
PPT-Kriterium, 32, 34
Primzahen, 16
Produktbass, 7, 19, 25, 36
Produktoperator, 19, 28, 39

Basis, 19

De nition, 19

Eigensdhaften, 20

Eigenwerte, 22, 39

Eigenzustande, 22, 39

Entartungsgiad, 23

Kommutator, 22

Relationen, 22

Spur, 21

UnitaritAt, 21
Produktoperatorenwicklung, 23
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