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1 Einleitung

In den letzten Jahren ist das VerstÄandnis der
"
Welt der Quanten\, ihrer Gesetze und

Eigenschaften immer umfangreicher und ti efer geworden. Die Begri®e
"
Teleportati -

on\ [1],
"
Quantenkryptographie\ [2, 3] und

"
Quantencomputer\ [4, 5] sind nicht nur in

der Fachpressezu Begri®en destÄaglichen Lebens avanciert. Hinter diesenBegri®en ste-
hen nichtklassische, quantenmechanische PhÄanomene, die von vielen Wissenschaftl ern
auf der ganzen Welt untersucht werden. Zum Teil sind diese PhÄanomene theoreti sch
gut verstanden, jedoch experimentell noch kaum realisiert - einige, beispielsweise der

"
prakti sch nÄutzliche\ Quantencomputer, sind bis heute Äuberhaupt nicht zugÄanglich.

Andererseits sind gewisse grundlegende Eigenschaften der Quantentheorie, oder der
Welt der kleinsten BausteinedesUniversums,auch theoretisch bisheute nicht umfassend
verstanden. Eine der wohl wichti gsten Eigenheiten der Quantenwelt ist die VerschrÄan-
kung (engl. entanglement) . All e oben genannten QuantenphÄanomene, also Quanten-
computer, Quantenkryptographie, Teleportat ion usw., bauen auf diesemfundamentalen
PhÄanomen auf. VerschrÄankung ist eine Eigenschaft von Systemen, die aus mehreren
Teilsystemen aufgebaut sind. Sind die Subsystememiteinander verschrÄankt , so weisen
Messungenan unterschiedlichenTeilsystemenKorrelationenauf, dieesin einer rein klas-
sischen Welt nicht geben kann, d.h. die von einer klassischen, lokal realistischen Theorie
nicht erklÄart werden kÄonnen. Die Teilsysteme selbst haben dann keine scharf de¯nierten
lokalen Eigenschaften mehr. NatÄurl ich gibt esauch andere ZustÄande in der Quantenme-
chanik, bei denen lokale Eigenschaften scharf de¯niert sind. Diese bezeichnet man als
klassischeoder separableZustÄande. Bis heute ist die Grenzezwischendiesenunterschied-
lichen ZustÄanden - den verschrÄankten und den separablen, oder andersausgedrÄuckt , den
klassischen und den wirklich quantenmechanischen ZustÄanden - fÄur viele Systemenoch
weitgehend unerforscht. Es gibt bis jetzt keine allgemeingÄult igen scharfen Kr it erien fÄur
VerschrÄankung oder Separabil it Äat, lediglich fÄur einige SpezialfÄalle existieren scharfe Se-
parabil it Äatskrit erien [6], die meisten allgemeineren sind entweder nur hinreichend oder
nur notwendig [7, 8, 9, 10, 11], dazu mehr in Kapit el 6. Die Grenze zwischen der klassi-
schen Welt und der quantenmechanischen Welt sowie ÄUbergÄange von einem Szenarium
in dasandere bergen noch vieleneueund interessante Aspekte, die bis jetzt noch wenig
bekannt sind.

Schon die VerschrÄankung an sich bereit et gro¼eSchwierigkeiten, da sie o®enbar nicht
denklassischen Erfahrungenunserer Welt entspricht. So glaubte man anfangs,die Quan-
tentheorie sei in bestimmter Hinsicht nicht vollstÄandig und Ein ste in , Podo lsk y und
Rosen (siehe [12]) ho®ten mitt els EinfÄuhrung versteckter Variabler in die Theorie das
seltsame PhÄanomen VerschrÄankung zu beseitigen. Nachdem heute allerdings in vielen
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2 1 Einleitung

Experimenten solche verschrÄankten ZustÄande untersucht werden konnten, hat man sich
mit diesemPhÄanomen angefreundet. All erdingsist in denvergangenenJahren- durch die
BemÄuhungendesBaus einesNMR-Quantencomputers [13,10] und die dort verwendeten
gemischten ZustÄande - die Fragegestellt worden, ob VerschrÄankung fÄur die oben ange-
sprochenen Anwendungenwirklich unbedingt nÄoti g sei. Schlu¼endlich kann dieseFrage
jedoch bis jetzt nicht beantwortet werden. Im Zusammenhang mit der Untersuchung von
NMR-Ensemble sind gemischte QuantenzustÄandewie der We rne r -Zustand [14] studiert
worden. Der hier genannte We rne r -Zustand ist von besonderem Interesse, da mitt els
eines Parameters eingestellt werden kann, ob der Zustand separabel oder verschrÄankt
ist.

DievorliegendeArbeit stellt den Versuch dar, gemischte ZustÄandevomWe rne r -Typ
besserverstehen zu lernen. Dabei ist die wichti ge Eigenschaft, die Nicht-Separabil it Äat
oder VerschrÄankung, von besonderem Interesse. Der hier beschrit tene Weg ist in gewis-
semSinne der der klassischenSimulation quantenmechanischer Korrelationen oder von
VerschrÄankung. Als Grundlage sollen klassische ZustÄande dienen, die sogenannten Pro-
duktzustÄande. Das sind reine, separable ZustÄande, die keine VerschrÄankung enthalten.
DieseZustÄande werden gemischt, nicht kohÄarent superponiert , was zur Folge hat, dass
jeder erzeugte Zustand mit Sicherheit separabel ist, da eine Mischung keine VerschrÄan-
kung erzeugen kann. Von Interessewird sein, ob es mÄoglich ist, Mischungsverfahren
anzugeben, mit denen man bestimmte Korrelationen herstellen kann, z.B. Korrelatio-
nen vom W ern er -Typ. Optimal wÄurde ein solchesVerfahren funkt ionieren, wenn man
damit ZustÄande direkt an der Separabil it Äatsgrenze erzeugen kÄonnte. Bei allen diesen
klassischen Simulationen wÄachst der Aufwand exponenti ell mit der Subsystemzahl an.
Trotzdem kann man hier viel Äuber die Struktur des quantenmechanischen Zustands-
raums, die Eigenschaften von gemischten ZustÄanden und Zustandsklassen, Parti ti onie-
rung des Zustandsraums, Separabili tÄatsgrenzen und das VerhÄaltnis von klassischen zu
quantenmechanischen ZustÄanden und Korrelationen lernen. Auch im Hinblick auf den
hier verwendeten Formalismus, der sich zur Beschreibung von Korrelationen jeglicher
Ar t als sehr gÄunstig erwiesenhat, dÄurft e diese Arbeit von Interesse sein.

In dem nun folgenden Kapit el 2 sollen zunÄachst sowohl quantenmechanische Grund-
lagen als auch interessante Gedankenexperimente zur weiteren EinfÄuhrung in die The-
matik vorgestellt werden. Die Kapit el 3 und 4 werden sich mit der EinfÄuhrung einer
gÄunstigen Darstellung von Korrelationen beschÄaftigen. In Kapit el 5 sollen die schon
oben angesprochenen We rne r -ZustÄande vorgestellt werden und Kapit el 6 wird sich
mit Separabil it Äatskrit erien und derenAnwendung auf die vorgestellten Zustandsklassen
beschÄaftigen. In den folgenden Kapit el 7-11 werden, wie angesprochen, Mischungsver-
fahrenentwickelt und untersucht. Kapit el 12 wird schlie¼lich eine Zusammenfassung der
Arbeit und einen Ausblick fÄur die weitereForschung bieten.



2 Grundlagen und M oti vation

ZunÄachst soll jetzt kurz auf die quantenmechanischen Grundlagen zur Beschreibung
von Quantennetzwerken eingegangen werden. Dabei werden nur die wichti gsten und
fÄur die vorliegende Arbeit unerlÄa¼lichen Theoreme und De¯nit ionen kurz vorgestellt .
WeiterfÄuhrend wird auf dieumfangreicheLi teratur zum Thema und insbesondere auf [15]
verwiesen.

Im zweitenTeil diesesKapit elssoll dann auf einige interessante Gedankenexperimen-
te eingegangenwerden, um die Arbeit in den Gesamtkontext der Quanteninformations-
theorie bzw. der Theorie gro¼erQuantensysteme einzuordnen und eine Interpretation
der Ergebnissevor diesemHintergrund zu erlauben.

2.1 Quantenmechanische Grundlagen

2.1.1 Quantennetzwerke und Hil bertraum

Im folgenden sollen Systeme betr achtet werden, die aus N -Subsystemen oder
"
Knoten\

aufgebaut sind. Jedes dieserSubsysteme ¹ seiein endlich dimensionales Quantensystem
mit n¹ -Niveaus. Solche Systeme werden im allgemeinen auch als Quantennetzwerke
bezeichnet. In dieserArbeit sollen nur homogeneNetzwerke betrachtet werden, d.h. alle
Knoten haben gleich viele Niveaus n¹ = n.

Der Hilbertraum H (d) desgesamten Quantennetzwerks ist ein Produkthilbert raum
bestehend aus den HilbertrÄaumen H (n ¹ ) aller Knoten ¹ :

H (d) = H (n1 ) ­ ¢¢¢­ H (nN ) : (2.1)

Die Dimension d desgesamten Hilbertr aums ergibt sich als Produkt der Einzelhilbert-
raumdimensionen, hier also nN . Eine geeignete Basis fÄur den Hilbert raum ist die Pro-
duktbasis, die spÄater eingefÄuhrt wird.

2.1.2 Liouvilleraum

Lineare Operatoren, die auf ZustÄande desd-dimensionalen Hilbertraums H (d) wirken,
sind Elemente des d2-dimensionalen Liouvil leraums L (d2 ) . DieserOperatorraum wird
aufgespannt von einer Basisbestehend ausd2 linearunabhÄangiger Basisoperatoren. Eine
solche Basis soll in Kapit el 3 vorgestellt werden (siehe auch [16]).
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4 2 Grundlagen und Motivati on

2.1.3 Dichteoperator

Um in der Quantenmechanik einenZustand zu beschreiben, z.B. deneinesQuantennetz-
werkes,gibt esunterschiedliche MÄoglichkeiten. Die allgemeinste Form der Beschreibung
ist die mit tels einesDichteoperators ½̂. Oft erweist sich die Matrixform des Dichteopera-
tors mit den Matrixelementen ½ij , fÄur die Darstellung als gÄunsti g. Der Erwartungswert
einer Observablen Â kann dann durch

hÂ i = Spurf Â ½̂g (2.2)

berechnet werden. Wie jeder Operator kann auch der Dichteoperator in seine Eigenbasis
zerlegt werden und geht dann in Diagonalform Äuber. Mi t den Eigenwerten ¸ m und den
EigenzustÄanden j¸ m i desDichteoperators ergibt sich die Darstellung:

½̂=
X

m

¸ m j¸ m ih¸ m j: (2.3)

All erdingsmuss der Operator, um einen echten quantenmechanischen Zustand beschrei-
benzu kÄonnen, die folgendendrei wichti genEigenschaften erfÄullen(siehedazuauch [17]):

1. Normi erung: Spurf ½̂g = 1

2. Hermi tizit Äat: ½̂= ½̂y

Aufgrund dieserEigenschaft kann der Dichteoperator selbst als Observable ange-
sehen werden.

3. Positiv it Äat: Der Operator musspositiv dē n it sein, d.h. alle Eigenwerte mÄussen
grÄo¼eroder gleich Null sein, man schreibt: ½̂¸ 0.

Betrachtet man die Eigendarstellung des Dichteoperators Gl. (2.3), so folgt aus der
Hermiti zitÄat und der Posit ivi tÄat, dass alle Eigenwerte ¸ m positi ve reelle Zahlen sein
mÄussen. Wegender Normierungsforderung mussdie Summe aller Eigenwerte eins sein,
weshalb dieseals Wahrscheinlichkeiten interpretierbar sind. Der Dichteoperator kann
alsoals Mischung der reinen ZustÄande j¸ m i mit tels der Gewichte ¸ m verstanden werden,
oder als Zustand eines Ensemble, dessenTeile mit Wahrscheinlichkeit ¸ m im Zustand
j¸ m i zu ¯ nden sind.

Im allgemeinen ist esoft schwierig zu zeigen, dassein Operator alle drei Forderungen
fÄur einen echten Zustand erfÄullt . Vor allem die letzt e der drei Forderungen, die Positi vi-
tÄat, ist hÄau¯ g nicht direkt zugÄanglich. Auch in dieser Arbeit ist esdesÄofterenschwierig,
die Positi vit Äat einer Matrix zu zeigen, da die Eigenwerte nicht allgemein berechenbar
sind. Aus der Mathemati k ist eine interessante Eigenschaft von Skalarproduktr Äaumen
bekannt, mit der die Positi vitÄat einer Matrix ÄuberprÄuft werdenkann, ohnedie Eigenwerte



2.1 Quantenmechanische Grundlagen 5

explizit auszurechnen.

De¯niti on 1: Skalarprodukt raum

Ein Satz von Elementen ®; ¯ ; : : : spannt einen vollstÄandigen, linearen
Skalarprodukt raum V auf genau dann, wenn folgendesgilt :

1. L ineari t Äat :

®+ ¯ 2 V
c® 2 V mit c 2

�

2. Skalarpro dukt : Zwischen zwei Elementen von V ist ein Skalar-
produkt de¯niert

(®; ¯ ) = c mit c 2
�

mit den Eigenschaften:

(®; ¯ ) = (¯ ; ®)¤

(®; ®) ¸ 0

3. Voll stÄandig keit: FÄur jedes® mussgelten:

(®; ®) =
X

i

(®; ¯ i )(¯ i ; ®)

Man Äuberzeugt sich leicht, dassalle dieseEigenschaften fÄur denHilbert raum H mit den
Elementen j®i ; j¯ i und dem zugehÄorigen Skalarprodukt h®j¯ i erfÄull t sind. In solchen
Skalarproduktr Äaumen gilt die Cauchy -Schwarz -Ungleichung:

Theor em 1: Cauchy -Schwarz -Ungleichung

In einem vollstÄandigen, linearen Skalarprodukt raum V gilt fÄur die Ele-
mente ®; ¯ die Ungleichung:

j(®; ¯ )j2 · (®; ®)(¯ ; ¯ ):

Im Folgendenwird ein Dichteoperator ½̂mit der Eigenwertgleichung ½̂j¸ m i = ¸ m j¸ m i
betrachtet. ZusÄatzlich braucht man eine weitere vollstÄandige orthonormale Basis jÃ(i ) i
mit der Entwicklung in die Eigenbasis von ½̂:

jÃ(i ) i =
X

m

j¸ m ih¸ m jÃ(i ) i =
X

m

Ã(i )
m j¸ m i : (2.4)

Jetzt werden die Matrixelemente von ½̂in der Basis jÃ(i ) i berechnet und man stellt fest,
dassdasObjekt hÃ(i ) j ½̂jÃ(j ) i , unter bestimmten VoraussetzungenfÄur ½̂, die Eigenschaf-
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ten eines Skalarprodukts erfÄull t. Berechnet man das Matrixelement:

hÃ(i ) j ½̂jÃ(j ) i =
X

k

³
Ã(i )

k

´ ¤
ḩ k j ½̂

X

m

Ã(j )
m j¸ m i

=
X

k;m

³
Ã(i )

k

´ ¤
Ã(j )

m ḩ k j½̂j¸ m i
| {z }

= ¸ m ±k ;m

=
X

k

³
Ã(i )

k

´ ¤
Ã(j )

k ¸ k ; (2.5)

erhÄalt man eine komplexeZahl. Au¼erdem gilt, wenn die Eigenwerte ¸ k von ½̂reell sind:

hÃ(j ) j ½̂jÃ(i ) i =
X

k

³
Ã(j )

k

´ ¤
Ã(i )

k ¸ k = hÃ(i ) j ½̂jÃ(j ) i ¤: (2.6)

Ist ¸ k ¸ 0, so folgt fÄur das Diagonalelement:

hÃ(i ) j ½̂jÃ(i ) i =
X

k

jÃ(i )
k j2 ¸ k ¸ 0: (2.7)

Damit hat das Objekt hÃ(i ) j ½̂jÃ(j ) i genau dann die Eigenschaften einesSkalarprodukts,
wenn der Dichteoperator ½̂positiv de¯nit und hermit esch ist. In diesemFall gilt eine
Cauchy -Schwarz -Ungleichung. DieseAussageist auch umkehrbar: aus der GÄult ig-
keit einer Cauchy -Schwarz -Ungleichung kann auf die Positi vit Äat einer Dichtematrix
geschlossenwerden.

Theor em 2:

Eine gegebene Matrix ½̂ist genau dann positiv de¯nit , wenn

jhÃ(i ) j ½̂jÃ(j ) ij 2 · hÃ(i ) j ½̂jÃ(i ) ihÃ(j ) j ½̂jÃ(j ) i

gilt.

Theorem 2 ist ein sehr nÄutzlicher Posit ivi tÄatstest.

2.1.4 Reine und gemischte ZustÄande

Die Dichtematrix beschreibt den gesamten, fÄur ein System zugÄanglichen Zustandsraum.
DieserZustandsraum kann weiter unterteilt werden in reine und gemischte ZustÄande.
Ein reiner Zustand kann als Vektor jÃi im Hilbertraum H dargestellt werden, was fÄur
einen gemischten Zustand nicht mÄoglich ist. Ein einzelnes Quantensystem mit einer
Hilbertr aumdimension n hat die reinen BasiszustÄande ji i = j0i ; : : : ; jn ¡ 1i , die den
ganzen Hilbertr aum aufspannen. FÄur ein Quantennetzwerk bestehend aus N Knoten
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erweist sich die Produktbasis zum Aufspannen des d dimensionalen Hilbertr aums als
gÄunstig.

De¯niti on 2: Produktbasis

Die ProduktzustÄande ji i = ji 1i ­ ¢¢¢­ ji N i bilden eine Basis des H (nN )

mit

OrthonormalitÄat: hi jj i = ±i ;j und

VollstÄandigkeit:
X

i

ji ihi j = 1̂(nN ) :

ZustÄande im Gesamthilbertr aum ji i werden im Folgenden durch Indexvektoren i =
f i 1; : : : ; i N g indiziert. DaseingefÄuhrt eKr oneck er -Delta Äuber Indexvektoren entspricht
dem Produkt ±i ;j = ±i 1 ;j 1 ¢¢¢±i N ;j N .

Die Dichtematr ix eines reinen Zustands jÃi erhÄalt man durch ½̂= jÃihÃj. Ob ein
Zustand rein oder gemischt ist, lÄasst sich mit Hil fe desQuadrats der Dichtematrix ent-
scheiden; esgilt nÄamlich

Spurf ½̂2g !

(
= 1 ! reiner Zustand

< 1 ! gemischter Zustand
(2.8)

Der total gemischte Zustand, dargestellt durch denOperator 1
d 1̂, ergibt hier denkleinsten

Wert, nÄamlich 1
d , wobei d die Dimension desbetrachteten Hilbertraums ist.

2.1.5 Reduzierte Dichtematrix

Anfangs hat man nun einen Dichteoperator, der den Zustand eines Quantennetzwerks
mit N -Knoten im gesamten Hilbertraum beschreibt. Interessiert man sich hingegen
fÄur den Zustand eines einzelnen Knotens ¹ , so muss man das gesamte Äubrige System
ausspuren. Wir d zunÄachst nur ein Subsystemº auseiner Gesamtdichtematrix ausgespurt

½̂Rest = Spurº f ½̂gesg; (2.9)

bleibt eine Dichtematrix, die alle Knoten ohne den º -ten beschreibt , Äubrig. MÄochte
man nun eine Dichtematrix, die nur den einzelnen Knoten ¹ beschreibt, mÄussenalle
anderen Subsystemeauch noch ausgespurt werden. Die Dichtematrix des¹ -ten Knotens
berechnet sich dann durch:

½̂¹ = Spurf º ;·;::: gf ½̂gesg: (2.10)

2.2 Gedankenexperimente

Um ein wenig mehr Einblick in die moderne Quantenmechanik zu geben, sollen hier
zwei Gedankenexperimente vorgestellt werden, die in den letzten Jahren gro¼enBe-
kanntheitsgrad erlangt haben. DieseExperimente haben, in leicht abgewandelter Form,
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auch hier zu interessanten Einblicken verholfen und sollen esermÄoglichen, dieseArbeit
in den Kontext der Quanteninformationstheorie einzuordnen.

2.2.1 EPR-Paradoxon

Das im Folgenden beschriebene Paradoxon geht auf einen Art ikel von Eins tein , Po-
dol sky und Rosen [12] zurÄuck. Durch die VerschrÄankung von Subsystemen sind Zu-
stÄande mÄoglich, bei denen einzelne SubsystemeÄuberhaupt keine scharfen Eigenschaften
mehr besitzen. DafÄur tr eten Mehrt eilchenkorrelationen auf, die klassisch nicht verstan-
den werden kÄonnen. Solche ZustÄande werden seither als EPR-ZustÄande, verschrÄankte
ZustÄande oder auch

"
Katzen\-Z ustÄande bezeichnet. (Der Name

"
Katzen\- Zustand geht

auf A. Schr Äodinge r [18] zurÄuck, siehe dazu Kapit el 5.) Der im Folgenden betr achtete
verschrÄankte Zustand ist ein Zustand einesQuantennetzwerks, bestehend aus zwei Sub-
systemen(mit den Nummern 1 und 2) mit jeweils zwei Quantenniveaus j0i und j1i , und
kann dargestellt werden durch die kohÄarente Superpositi on zweier ProduktzustÄande:

jKatze(1; 2)i =
1

p
2

¡
j0(1); 0(2)i + j1(1); 1(2)i

¢
: (2.11)

Genaueres Äuber diesen in der Li teratur sehr oft verwendeten und wohl bekanntesten
Mehrt eilchenquantenzustand ist in Kapit el 5 zu ¯ nden. Experimentell ist es gelun-
gen, solche EPR-ZustÄande mit tels polarisationsverschrÄankter Photonenpaare darzustel-
len (siehe dazu auch [19,15,20]). Dann sind die ZustÄande j0i bzw. j1i die beiden Pola-
risationseigenzustÄande einesPhotons.

Hat man eine Quelle, die ein polarisationsverschrÄanktesPhotonenpaar erzeugt, das
rÄaumlich getrennt werden kann und desseneinzelne Photonen gemessenund untersucht
werden kÄonnen, kann ein EPR-Experiment durchgefÄuhrt werden. Wie bereits angespro-
chenist beimEPR-Zustand keinesder Teilchenlokal in einemde¯nierten Zustand, d.h. in
einemZustand der Form jÁi = aj0i + bj1i , wobei a und b beliebige komplexe Zahlen sein
kÄonnen (Norm: jaj2 + jbj2 = 1). Oder andersherum ausgedrÄuckt sagt man: der Zustand
ist nicht separabel in ein Produkt aus lokalen ZustÄanden der beiden Teilsysteme (siehe
Kapit el 6) in der Form jÁ(1)i ­ j»(2)i . Damit fÄuhrt eine lokale Messung der Polarisation
einesder Photonen in 50%der FÄalle zur Messung von j0i und in den anderenFÄallen zu
j1i . Ein einzelnesPhoton be¯ndet sich lokal in einem total gemischten Zustand. Diese
Tatsache ¯ ndet man auch, wenn man aus dem EPR-Zustand ein Subsystem ausspurt .

Das Ergebnis einer Korrelationsmessung der Polarisation beider Photonen erschien
nun zunÄachst paradox. Eine solche Korrelationsmessung kann wie in Abbildung 2.1(a)
durchgefÄuhrt werden. Die Apparatur besteht aus zwei Detektoren und zwei Filt ern, die
im Winkel £ zueinander eingestell t sind, sowie der oben beschriebenen Photonenpaar-
quelle, die ein polarisationsverschrÄanktesPaar erzeugt. Im Anhang F.1 kann nachvoll-
zogen werden, wie hier das in Abbildung 2.1(b) dargestellt e Messergebnis der Korrelati-
onsmessung berechnet werden kann. Hier ist die von £ abhÄangigeKorrelationsfunkt ion
f (£) aufgetragen, die fÄur £ = 0 eins (Ergebnis der Einzelmessungen ist perfekt kor-
reliert), fÄur £ = ¼

2 null (keine Korrelation mehr vorhanden) und fÄur £ = ¼minuseins
(Ant ikorrelation) ist. Es entsteht der Eindruck, dass, wenn das eine Teilchen im Zu-
stand j0i oder j1i gemessenwird, das andere Teilchen instantan in den selben Zustand
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PSfrag replacements

Quelle

Filter 1 Filter 2

Det 1 Det 2

£

jKatze(1; 2)i

(a)

PSfrag replacements
Quelle

Fi lter 1

Fi lter 2

Det 1

Det 2

£
jKatze(1; 2)i

¼ 2¼

1

¡ 1

£

f (£)

(b)

Abb . 2.1: (a) Apparatur zur Korr elationsmessung der Polarisation zweier polarisationsverschrÄankter
Photonen; die absoluten Messrichtungen sind beliebig wÄahlbar; (b) Korrelationsfunktion der Messer-
gebnisse in AbhÄangigkeit desWinkels £

projiziert wird. Klassisch ist ein solches Ergebnis nur vorstellbar, wenn die gemessenen
PolarisationszustÄande bereits vorher existiert hÄatt en. Dies ist aber auszuschlie¼en, da
die absolute Messrichtung beliebig gewÄahlt werden kann. Man kann das Experiment
bei einer anderen Einstellung von Filt er 1 wiederholen, was quantenmechanisch nur ei-
ne Verschiebung der Korrelationsfunkti on bedingenwÄurde, das Messergebnis also nicht
qualit ativ Äandert . Bei einer klassischen PrÄaparati on allerdings fÄuhrt das ÄAndern der
absoluten Basis zum totalen Verlust jeglicher Korrelation.

FÄur dieseArbeit ist nun der We rn er -Zustand von besonderer Bedeutung, der ei-
ne Mischung aus dem total gemischten Zustand 1

nN 1̂ und dem EPR-Zustand darstellt .
Vermit telt wird diese Mischung durch den reellen Mischungsparameter 0 · ² · 1. Da
es sich um einen gemischten Zustand handelt, kann hier kein Vektor im Hilbert raum
angegeben werden. Die gesamte Rechnung ist im Dichtematrixbild durchzufÄuhren. Die
Dichtematrix desWe rne r -Zustands hat die Form:

½̂Werner =
1

nN
(1 ¡ ²)1̂ + ² ½̂Katze : (2.12)

AusfÄuhrlich soll dieserZustand in Kapit el 5 untersucht werden. Ist der Mischungspara-
meter ² klein genug, so wird der Zustand separabel sein. Die Zustandsklasseder We r-
ner -ZustÄande ist separabel, wenn gilt : ² · 1

3 (wie spÄater gezeigt wird). In diesemFall
kann dieser Zustand auch in eine Mischung von ProduktzustÄanden zerlegt werden. Wie
die Zerlegung eines We rne r -Zustands in ProduktzustÄande explizit konstruiert werden
kann, soll spÄater in dieserArbeit vorgestellt werden.

FÄuhrt man das in Abbildung 2.1(a) gezeigte Experiment jetzt nicht mit dem reinen
Katzenzustand durch, sondern mit dem We rne r -Zustand, erhÄalt man ein Äahnliches
Ergebnis. Die Korrelation der Messergebnisserechts und links ist noch erhalten, wird
allerdings

"
blass\, d.h. ist mit ² mult ipliziert (siehe dazu Abbildung 2.2). Mehr zu der

Skalierung der Korrelation mit ² ¯ ndet man in Kapit el 5.3, die gesamte Rechnung kann
im Anhang F.1 nachvollzogenwerden.

Es ist auch mÄoglich, den We rne r -Zustand - in ProduktzustÄande zerlegt - der Mes-
sung zu unterwerfen, d.h. man schickt jeden der ProduktzustÄande einzeln durch den
Korrelationsmessapparat und erhÄalt seineKorrelationsfunkt ion f i (£). Superponiert man
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¼ 2¼

1

¡ 1

£

²

f (£)

Abb . 2.2: Messergebnis der Korrelationsmessung bei einem We rner -Zustand anstelle eines reinen
EPR-Zustands

alle diese Funkti onen, erhÄalt man wieder eine Interferenz (siehe Abbildung 2.2) mit dem
fÄur die Zerlegung charakteristischen ². Auch dieseRechnung kann im Anhang F.1 nach-
vollzogenwerden.

Es scheint hier alsokeine prinzipielle Unterscheidung zwischenseparablen ZustÄanden
und solchen, die verschrÄankt sind, zu geben. UnabhÄangig von der Separabil it Äat zeigt die
Messung Interferenzen, die jedoch mit ² skalieren. Selbst die Messung an einem explizit
in ProduktzustÄande zerlegten We rne r -Zustand fÄuhrt zu keinem anderenErgebnis.

2.2.2 "Blasse\ Teleportation

Eines der faszinierendsten PhÄanomene der Quantenphysik ist wohl die Teleportati on
(siehe [15]). Dabei ist esmit Hil fe einesQuantenkanals und einer klassischen Informa-
t ionsÄubert ragung [1] mÄoglich, ZustÄande Äuber gro¼eEntfernungenzu Äubertr agen. Der so
genannte Quantenkanal ist der schon im letzten Kapit el eingefÄuhrt e EPR- oder Katzen-
zustand [18]:

jKatze(2; 3)i =
1

p
2

¡
j0(2); 0(3)i + j1(2); 1(3)i

¢
: (2.13)

Die beiden einzelnen Teilchen (2,3) sind rÄaumlich getrennt und kÄonnen weit entfernten
Personen, oft Ali ce (2) und Bob (3) genannt, zugesprochen werden. Hat nun Ali ce
ein weiteresTeilchen (1) im beliebigen Quantenzustand j»(1)i = aj0i + bj1i , hat der
Gesamtzustand die Form:

jª(1 ; 2; 3)i = j»(1)i ­ jKatze(2; 3)i : (2.14)

MÄochte Al ice diesenZustand j»(1)i zu Bob Äubertragen, muss sie ihre beiden Teilchen
(1,2) mitt els einer 2-Teilchen-Messung mit einander verschrÄanken. DieMessbasis, diemit
einer solchen Messung verbunden ist, besteht aus vier orthogonalen ZustÄanden, den so
genannten EPR-ZustÄanden [12].

jÃ(1; 2)i 1;2 =
1

p
2

¡
j1; 0i § j0; 1i

¢
; jÃ(1; 2)i 3;4 =

1
p

2

¡
j1; 1i § j0; 0i

¢
: (2.15)
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Die hier verwendete Messtheorie geht auf v. Neumann zurÄuck, siehe dazu [15, 17, 21].
In der Messbasis kann der Gesamtzustand jª(1 ; 2; 3)i geschrieben werden als:

jª(1 ; 2; 3)i =
1
2

¡
jÃ(1; 2)i 1 jÁ(3)i 1 + jÃ(1; 2)i 2 jÁ(3)i 2

+ jÃ(1; 2)i 3 jÁ(3)i 3 + jÃ(1; 2)i 4 jÁ(3)i 4
¢
; (2.16)

wobei die ZustÄande des Teilchens von Bob jÁ(3)i 1;2;3;4 mittels der durch die Pauli -
Matrizen vermitt elten lokalen, unitÄaren Transformationen aus dem ursprÄunglichen Zu-
stand von Ali ce j»(1)i hervorgehen:

jÁ(3)i 1 =
µ

1 0
0 ¡ 1

¶
j»(1)i = ¾̂z j»(1)i ; (2.17a)

jÁ(3)i 2 = ¡j »(1)i ; (2.17b)

jÁ(3)i 3 =
µ

0 1
¡ 1 0

¶
j»(1)i = i¾̂y j»(1)i ; (2.17c)

jÁ(3)i 4 =
µ

0 1
1 0

¶
j»(1)i = ¾̂x j»(1)i : (2.17d)

Macht nun Ali ce ihre Messung, erhÄalt sie - mit jeweils der Wahrscheinlichkeit 1
4 -

als Ergebnis einen der vier EPR-ZustÄande. Dies muss sie Bob auf klassischem Weg
mit teilen. Dann kann dieser auf seinen Zustand (3) die entsprechende inverse Pau-
li -Transformation anwenden und hat damit den Zustand von Ali ce per Teleportat ion
erhalt en. Die gesamte Prozedur lÄasst sich in ein Schema fassen, das in Abbildung 2.3
gezeigt ist.

PSfrag replacements

1

1

1 2

2

2

3

3

3

3

Ali ce BobQuelle

2-T eilc hen -Mes sung

t0

t1

t2

t3

t4

jKatze(2 ;3)ij»(1) i

j»(3) i

lok ale, uni t Äare

T r ansfor mati on

Abb . 2.3: Teleportationsschema: Alice teleportier t den Zustand j»(1)i des ersten Teilchens auf das
Teilchen 3 von Bob mittel s einesQuantenkanals und einer klassischen InformationsÄubert ragung.

Auch hier soll die Teleportation noch mit einemW ern er -Zustand als Quantenkanal
anstelleeinesreinenKatzenzustandsbetrachtet werden. In diesemFall kann - analog wie
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oben - Ali ceihre EPR-Messung mit dem zu teleportierenden Zustand ½̂rei n = j»(1)ih»(1)j
durchfÄuhren, wobei allerdingsdie ganzeProzedur im Dichtematrixbild berechnet werden
muss, da jetzt gemischte ZustÄande involviert sind. Ihr Messergebnis muss sie wieder
Bob mitt eilen, damit dieser eine lokale unit Äare Transformation anwenden kann, um den
teleportierten Zustand zu erhalten. Auf Einzelheiten der Rechnung soll hier verzichtet
werden, diesesind in Anhang F.2 zusammengefasst. Bob erhÄalt jetzt nicht exakt den
von Ali ce eingebrachten Zustand, sondern eine verrauschte Version vom Typ:

½̂bla ss =
1

nN
(1 ¡ ²)1̂ + ² j»(1)ih»(1)j: (2.18)

DieserZustand wird im Folgenden wegender
"
Blassheit\ seiner Korrelationen als

"
blas-

ser\ Zustand bezeichnet werden (man beachte die ÄAhnlichkeit zu dem als Quantenkanal
verwendeten We rne r -Zustand, siehe Kapit el 5). Der Mischungsparameter ² entspricht
dem desverwendeten We rne r -Zustands.

Ergebnis dieser
"
blassenTeleportati on\ ist wieder dieerstaunlicheTatsache, dasshier

kein Unterschied zwischen der
"
blassen\ Teleportati on mit einem wirklich verschrÄankten

Zustand und der mit einem separablen Zustand besteht. Die beiden FÄalle lassen sich
durch die Wahl desanfÄanglichen ² einstellen. All erdings mussBob hier mit einem ver-
rauschten Ergebniszustand vorlieb nehmen.



3 UnitÄare Operatorbasis

Im folgendenKapit el wird kein Quantennetzwerk betrachtet, sonderneineinzelnesQuan-
tensystem. FÄur diesessoll eine Operatorbasis fÄur den Liouvil leraum L (n2 ) eingefÄuhrt
werden, die sich fÄur die weiteren Betrachtungen als gÄunsti g erweisenwird.

3.1 De¯ni tion einer unitÄaren Operatorbasis

Betrachtet wird ein einzelnes Quantensystem mit n diskreten Niveaus und den dazu-
gehÄorigenn orthogonalen BasiszustÄanden j0i ; : : : ; jn ¡ 1i einer mÄoglichen Basis fÄur den
Hilbertraum H (n) .

Genauso wie esmÄoglich ist, Vektoren oder ZustÄande in eine orthonormale Basis zu
entwickeln, kÄonnen auch Matrizen oder Operatoren in eine entsprechende Basis ent-
wickelt werden. Als Basis werden oft die Generatoren der SU(n) Gruppe [22, 15, 23]
verwendet. DieseBasis besteht aus n2 linear unabhÄangigen, hermiteschenOperatoren.
FÄur n = 2 entsprechen die Generatoren der SU(2) Gruppe den Pauli -Operatoren.

Oft erweist essich als gÄunsti ger, statt einer hermit eschen Basis eine unitÄare zu ver-
wenden. FÄur den Liouvilleraum L (n2 ) der Dimension n2 lÄasst sich eine solche unit Äare
Operatorbasismit n2 unitÄaren Operatoren dē n ieren (siehe [22]).

De¯niti on 3: UnitÄare Operatoren

FÄur die Indizesa = 0: : : n ¡ 1 und b= 0: : : n ¡ 1 sind die Operatoren

Ûa;b :=
n¡ 1X

p=0

! bpjp + aihpj mit ! = e
2¼i
n

de¯niert.

Die Summation wird modulo n durchgefÄuhrt , wobei im Folgenden die Modulo-Funkt ion
durch Unterstreichung desentsprechenden Terms abgekÄurzt werden soll (x mod n = x).
FÄur eine abkÄurzende Schreibweise kÄonnen die Indizes a und b zu einem Einzelindex c
zusammengefasstwerden:

Ûc := Ûa;b c = na + b: (3.1)

Der Index c lÄauft dann von 0 bis n2 ¡ 1. Beispiele unit Äarer Operatoren fÄur n = 2; 3; 4
be¯nden sich im Anhang A.

13
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3.2 Eigenschaften

Wendet man den unit Äaren Operator auf einen Basiszustand an, erhÄalt man:

Ûa;bjki = ! bkjk + ai : (3.2)

Aus dieser Relation folgenzwei wichti geEigenschaften der Operatoren:

1. Unita rit Äat: FÄur die Operatoren (De¯nit ion 3) mussgelten: Ûa;b Ûy
a;b = 1̂.

Beweis:

Ûa;b Ûy
a;b =

n¡ 1X

k=0

Ûa;b jkihkj Ûy
a;b =

(3.2)

n¡ 1X

k=0

jk + aihk + aj = 1̂(n) : (3.3)

Damit sind die eingefÄuhrt en Operatoren unit Äar. ¤

Hieraus ergibt sich auch der adjungierte und der inverse Operator:

Ûy
a;b = Û¡ 1

a;b = ! abÛn¡ a;n¡ b : (3.4)

2. Spur: Die hier eingefÄuhrt en unitÄaren Operatoren Ûa;b sind bis auf den Operator
a = 0, b= 0 (c = 0) spurlos.

Beweis:

Spurf Ûa;bg =
n¡ 1X

k=0

hkj Ûa;b jki =
(3.2)

n¡ 1X

k=0

! bkhkjk + ai

=
n¡ 1X

k=0

! bk ±a;0 = n ±a;0 ±b;0 : (3.5)

Die letzte Gleichheit gilt , da die Summe fÄur b 6= 0 immer null ist. Der triviale
Operator Û0;0 hat die Spur n. ¤

Mit Hil fe der Spur kann eine OrthogonalitÄatsrelation fÄur die unit Äaren Operatoren
angegeben werden:

Spurf Ûa1 ;b1
Ûy

a2 ;b2
g = n ±a1;a2 ±b1;b2 : (3.6)

DesWeiteren werden noch zwei Operatorrelationen benÄotigt, die an dieserStelle einge-
fÄuhrt werden sollen:

Ûa1 ;b1 Ûa2 ;b2 = ! b1a2 Ûa1+ a2 ; b1+ b2 ; (3.7a)

Û¾
a;b = !

1
2 ab¾(¾¡ 1)Û¾a ; ¾b : (3.7b)

Die erste Relation folgt direkt aus De¯nit ion 3. Die zweite soll hier kurz gezeigt werden,
da sie fÄur die weiterenBetrachtungenoft benÄotigt wird.
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Beweis: Gl. (3.7b)

Û¾
a;b =

¾Y

1

Ûa;b

=
n¡ 1X

p1=0

¢¢¢
n¡ 1X

p¾=0

! bp1 ¢¢¢! bp¾jp1 + aihp1jp2 + aihp2j ¢¢¢jp¾ + aihp¾j

=
n¡ 1X

p1=0

¢¢¢
n¡ 1X

p¾=0

! bp1 ¢¢¢! bp¾jp1 + ai ±p1 ; p2+ a ¢¢¢±p( ¾¡ 1) ; p¾+ ahp¾j

=
n¡ 1X

p¾=0

! bp1 ¢¢¢! bp¾jp1 + aihp¾j : (3.8)

Die Kr oneck er -Deltas liefern Bedingungen, um alle pº durch p¾, mit Hil fe der Vor-
schri ft :

pº = p¾ + (¾¡ º )a (3.9)

zu ersetzen. Setzt man diesoben ein, erhÄalt man:

Û¾
a;b =

n¡ 1X

p¾=0

! b
P ¾

º =1 (p¾+( ¾¡ º )a) jp¾ + ¾aihp¾j

=
n¡ 1X

p¾=0

! ¾bp¾!
1
2 ab¾(¾¡ 1) jp¾ + ¾aihp¾j

= !
1
2 ab¾(¾¡ 1)Û¾a;¾b : (3.10)

Damit ist Gl. (3.7b) gezeigt. ¤
Die Vertauschungsrelationen fÄur unit Äare Operatoren ergeben sich aus Gl. (3.7a):

[Ûa1 ;b1 ; Ûa2 ;b2 ]§ = (! b1a2 § ! a1b2 )Ûa1+ a2 ;b1+ b2 ; (3.11a)

[Ûa1 ;b1
; Ûy

a2 ;b2
]§ = ! a2b2 (! ¡ b1a2 § ! ¡ a1b2 )Ûa1 ¡ a2 ;b1 ¡ b2

: (3.11b)

Unit Äare Operatorenkommuti erengenau dann, wennfÄur ihre Indizesgilt b1a2 ¡ a1b2 = 0,
und ant ikommuti eren, wenn gilt b1a2 ¡ a1b2 = n

2 .

3.3 Operatorbasis

Die in Kapit el 3.1 eingefÄuhrt en n2 Operatoren (De¯nit ion 3) bilden eine vollstÄandige,
orthogonale Basis. Die OrthogonalitÄatsrelation ergibt sich aus der Spur der unit Äaren
Operatoren

Spurf Ûa1 ;b1
Ûy

a2 ;b2
g = n ±a1 ;a2 ±b1 ;b2 : (3.12)
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VollstÄandig ist die Basis, da es genau n2 linear unabhÄangige Operatoren gibt, was der
DimensionalitÄat des Liouvil leraums entspricht . Damit ist eine Basis fÄur den Liouville-
raum gefunden. Aus der Basiseigenschaft folgt, dassjeder beliebige Operator Â in diese
Basis entwickelt werden kann:

Â =
1
n

n¡ 1X

a=0

n¡ 1X

b=0

ua;b Ûa;b mit ua;b = Spurf Ûy
a;b Âg: (3.13)

Da auch der Dichteoperator als Observable angesehen werden kann, ist esmÄoglich, auch
diesen in die unitÄare Operatorbasis zu entwickeln. Der Zustand einesQuantensystems
kann auch geschrieben werden:

½̂=
1
n

n¡ 1X

a=0

n¡ 1X

b=0

ua;b(½̂) Ûa;b: (3.14)

All e komplexenZahlen ua;b (bzw. uc mit c = na + b) zusammengenommen beschreiben
nun das SystemvollstÄandig und werdenalsverallgemeinerter KohÄarenzvektor u bezeich-
net. Der Begri® desKohÄarenzvektorswird im Zusammenhang mit der Entwicklung nach
Generatoren der SU(n)-Gruppe eingefÄuhrt , siehe dazu [15].

3.4 Eigenwerte und EigenzustÄande

Es ist nicht mÄoglich, Eigenwerte und EigenzustÄande aller unitÄarer Operatoren Ûa;b in
geschlossener Form anzugeben. ZunÄachst musszwischen a = 0 und a 6= 0 unterschieden
werden. Ist n keinePrimzahl gibt esau¼erdemweitereSchwierigkeit en, da esOperatoren
mit teilweiseentart etem Spektr um gibt. Im Folgenden soll die Menge aller Primzahlen
mit

�

bezeichnet werden.

De¯nit ion 4: Primzahlen

All e natÄurlichen Zahlen n, fÄur die eskeine Zerlegung der Form

n =
»Y

k=1

p®k
k ;

mit den » Primfaktoren pk von n und ihrer Vielfachheit ®k gibt, gehÄoren
zur Mengeder Primzahlen

�

.

Hier soll auf eine vollstÄandige Herleitung von Eigenwerten und EigenzustÄanden zu Gun-
sten der ÄUbersichtl ichkeit verzichtet werden. In Anhang B kann man die vollstÄandige
Herleitung ¯ nden.

Die Eigenwertgleichung der unit Äaren Operatoren lautet:

Ûa;bj¸ m i = ¸ m j¸ m i ; (3.15)

wobei m denEigenwert bzw. Eigenzustand nummeriert. Die unitÄaren Operatorenhaben
die Eigenwerte und EigenzustÄande:
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1. Operatoren mit f a = 0; b= 1: : : ng und n 2
�

:

¸ m = ! bm ; (3.16a)

j¸ m i = jmi : (3.16b)

2. Operatoren mit f a 6= 0; b= 0: : : ng und n 2
�

:

¸ m = ! abn ¡ 1
2 + m ; (3.17a)

j¸ m i =
1
n

n¡ 1X

s=0

!
ab
2 s(s¡ n)¡ ms jsi : (3.17b)

3. Operatorenmit f a 6= 0; b= 0: : : ng und n =2
�

: Nur Operatoren, deren Indizesdie
folgenden Relati onen erfÄullen:

a = xapk ; b= xbpk fÄur xa; xb 2
�

(3.18)

mit dem Primfaktor pk von n, haben ein entart etes Spektr um. Eigenwerte und
EigenzustÄande der betr e®enden Operatoren haben die Form:

¸ m = ! bl!
ab
2 ( nx a

a ¡ 1)+ ma
x a ; (3.19a)

j¸ m;l i =
a

nxa

nx a
a ¡ 1X

s=0

(¡ 1)bxa s!
ab
2 s2 ¡ ams

x a jl + sai ; (3.19b)

wobei a
xa

den Entartungsgrad desSpekt rums darstellt . All e nichtentarteten Ope-
ratoren haben Eigenwerte und Eigenvektoren analog zu denen unter 2. angegeben.





4 Produktop eratorbasis

Nach der EinfÄuhrung einer Basis fÄur ein einzelnes Quantensystem im vorhergehenden
Kapit el, soll nun ein Quantennetzwerk betrachtet werden. Um die einzelnen Knoten
des Netzwerks zu beschreiben, wird die eingefÄuhrt e unit Äare Operatorbasis verwendet.
Es reicht jetzt jedoch nicht mehr, nur die KohÄarenzvektoren der einzelnen Knoten zur
Beschreibung zu verwenden,sondern esmÄussenzusÄatzlich Korrelationender Subsysteme
untereinander berÄucksichti gt werden. Durch dieseVerallgemeinerung kÄonnen Netzwerke
nicht-lokale Eigenschaften aufweisen.

4.1 De¯ni tion der Produktop eratoren

Um den Zustand eines Netzwerks, bestehend aus N Subsystemen mit jeweils n Ni-
veaus, zu beschreiben (hier sollen nur homogene Netzwerke betr achtet werden, d.h. alle
Subsystemehaben gleich viele Niveaus), wird ein nN dimensionaler Produkthilbert raum
benÄotigt:

H (d) = H (n) ­ ¢¢¢­ H (n) mit d = nN : (4.1)

Der Gesamthilbert raum setzt sich als Produkt der N SubsystemhilbertrÄaume zusam-
men. Wie der d-dimensionale Hilbertraum durch die Produktbasis, kann auch der d2-
dimensionale Liouvil leraum durch eine Produktoperatorbasis aufgespannt werden. Diese
Basis ist de¯niert durch ein dyadischesProdukt von N lokalen unit Äaren Einknotenope-
ratoren Ûa¹ ;b¹ .

De¯niti on 5: Produktoperator

Ein Operator, der durch ein Produkt lokaler unitÄarer Operatoren Ûa¹ ;b¹

fÄur jedenKnoten ¹ = 1: : : N de¯niert werden kann:

Ĉc = Ĉf a ;bg :=
NO

¹ =1

Ûa¹ ;b¹ = Ûa1 ;b1 ­ ¢¢¢­ ÛaN ;bN

hei¼tProduktoperator.

Hier wird die folgende Vorschri ft zur Indizierung desOperators verwendet:

c = f c1; : : : ; cN g; f a; bg = f a1; : : : ; aN ; b1; : : : ; bN g; (4.2)

19
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wobei der Zusammenhang zwischendenEinzelindizesc¹ und den Tupeln f a¹ ; b¹ g wieder
durch Gl. (3.1) gegeben ist. Die c¹ oder die Tupel f a¹ ; b¹ g indizieren den unitÄaren Ein-
knotenoperator (f a¹ = 0; b¹ = 0g oder c¹ = 0 den Einsoperator) des¹ -ten Subsystems.
Sind alle Indizesnull , d.h. c = 0, ist der Produktoperator identi sch zum Einsoperator
desGesamthilbertr aums 1̂(nN ) .

Ausgehend von De¯nit ion 5 kann man den Produktoperator auch umschreiben

Ĉf a ;bg =
X

p1

¢¢¢
X

pN

! b1p1 ¢¢¢! bN pN jp1 + a1ihp1j ­ ¢¢¢­ jpN + aN ihpN j

=
X

p

! b¢p jp + aihpj: (4.3)

Die abkÄurzende Schreibweise steht fÄur folgende AusdrÄucke: der Punkt im Exponent
von ! steht fÄur ein Skalarprodukt ! b¢p = ! b1p1+ ¢¢¢+ bN pN , und die ZustÄande bezeichnen
ZustÄande in der Produktbasis, wobei die Modulo-Funkt ion hier komponentenweisever-
standen wird, d.h. jp + ai = jp1 + a1i ­ ¢¢¢­ jpN + aN i . Aus Gl. (4.3) ist die Analogie
desProduktoperators im hÄoherdimensionalen Produktr aum, zu den im letzten Kapit el
eingefÄuhrt en unit Äaren Operatoren direkt ersichtl ich.

Zur weiteren Kl assīzi erung der Produktoperatoren wird der Begri® des Clusters
eingefÄuhrt . Unter einem Cluster versteht man eine beliebige Selekti on von Knoten des
Netzwerks. Betrachtet man m Subsysteme einesNetzwerks, spricht man von einem m-
Cluster (m · N ). Ein Operator, der auf diese m-Knoten wirkt , wird Clusteroperator
genannt. Der Clusteroperator ist ein Produktoperator, wobei fÄur alle m selektierten
Subsystemeein nichtt rivialer unitÄarer Einknotenoperator steht, fÄur alle anderen 1̂(n) .

De¯nit ion 6: Clusteroperator

Ein m-Clusteroperator, der auf die m Systemeº ; : : : ; · mit den zugehÄori-
genEinknotenoperatoren Ûcº ; : : : ; Ûc· wirkt , ist dē n iert durch:

Ĉ
(º ;:::;· )
cº ;:::;c·

:= 1̂(n) ­ ¢¢¢­ 1̂(n) ­ Ûcº ­ 1̂(n) ­ ¢¢¢­ 1̂(n) ­ Ûc· ­ 1̂(n) ­ ¢¢¢­ 1̂(n)

Der m = 0 Clusteroperator entspricht dem Einsoperator desGesamthilbert raums 1̂(nN ) .
All e lokalen Eigenschaften der Knoten erhÄalt man durch Betrachtung der m = 1 Clu-
steroperatoren. Korrelationen von der zweiten bis zur N . Ordnung kÄonnen durch die
hÄoheren Clusteroperatoren bis hin zum m = N Clusteroperator untersucht werden.

4.2 Eigenschaften der Produktop eratoren

Aus Gl. (3.2) folgt die Anwendung eines Produktoperators auf einen Produktzustand
desGesamthilbertr aums:

Ĉf a ;bgji i = Ûa1 ;b1 ­ ¢¢¢­ ÛaN ;bN ji 1i ¢¢¢ji N i

= Ûa1 ;b1 ji 1i ­ ¢¢¢­ ÛaN ;bN jiN i

= ! b¢i ji + ai : (4.4)
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Hieraus ergibt sich auch die Anwendung desadjungierten Operators auf einen Produkt -
zustand:

hi jĈy
f a ;bg = ! ¡ b¢i hi + aj: (4.5)

Einigewicht ige Eigenschaften der Produktoperatoren:

1. Unitar it Äat: Ĉc Ĉy
c = 1̂(nN ) folgt aus der UnitaritÄat der Einknotenoperatoren.

Beweis:

Ĉc Ĉy
c = Ûc1

­ ¢¢¢­ ÛcN
Ûy

c1
­ ¢¢¢­ Ûy

cN

= Ûc1
Ûy

c1
­ ¢¢¢­ ÛcN

Ûy
cN

= 1̂(n) ­ ¢¢¢­ 1̂(n) = 1̂(nN ) (4.6)

Im Beweis wurde verwendet, dassOperatoren zu unterschiedlichen Subsystemen
kommuti eren. ¤

Aus Gl. (3.4) folgt fÄur den adjungierten und den inversen Produktoperator:

Ĉy
c = Ĉ¡ 1

c = ! a ¢bĈf n ¡ a ;n ¡ bg; mit n = f n; : : : ; ng: (4.7)

2. Spur: All e Produktoperatoren bis auf den Operator Ĉ0 sind spurlos:

Spurf Ĉcg =

(
0 c 6= 0

nN c = 0
(4.8)

Beweis:

Spurf Ĉcg = Spurf Ûc1 ­ ¢¢¢­ ÛcN g

= Spur1f Ûc1 g ¢¢¢SpurN f ÛcN g (4.9)

Die Spur der unit Äaren Einknotenoperatoren ist immer null, esseidenn eshandelt
sich um den Operator Û0. Die Spur desProduktoperators kann nur ungleich null
sein, wenn kein nicht tr ivialer unitÄarer Operator auftaucht, d.h. der Produktopera-
tor der Einsoperator ist. Damit ist die Spurrelation (Gl. (4.8)) gezeigt. ¤

Mit Hil fe dieserSpurrelation kann eine OrthogonalitÄatsrelation fÄur die Produkt -
operatoren formuliert werden:

Spurf Ĉf a ;bg Ĉy
f a0;b0gg = nN ±a ;a0 ±b;b0: (4.10)

FÄur die nachstehenden Betrachtungenwerden noch einige Operatorrelationen benÄoti gt,
die an dieserStelle kurz eingefÄuhrt werden sollen:

Ĉf a ;bgĈf a0;b0g = ! b¢a0
Ĉf a + a0 ; b+ b0g; (4.11a)

(Ĉf a ;bg)¾ = !
1
2 ab ¾(¾¡ 1)Ĉf ¾a ; ¾bg: (4.11b)
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Die hier im Index der Operatoren auftr etenden Modulofunkti onen werden komponen-
tenweise verstanden: a + a0 = f a1 + a0

1; : : : ; aN + a0
N g und ¾a = f ¾a1; : : : ; ¾aN g. Die

beiden Relationen folgenaus Gl. (3.7a) und (3.7b). Die Vertauschungsrelationen fÄur die
Produktoperatoren ergeben sich hier analog zu denen der unit Äaren Operatoren:

[Ĉf a ;bg; Ĉf a0;b0g]§ = (! b¢a0
§ ! a ¢b0

)Ĉf a + a0 ; b+ b0g: (4.12)

Zwei Produktoperatoren kommuti eren, wenn die Bedingung b ¢a 0 ¡ a ¢b0 = 0 erfÄull t ist.

4.3 Eigenwerte und EigenzustÄande

Mit Hil feder in Kapit el 3.4 beschriebenenEigenwerteund EigenzustÄandeunitÄarer Opera-
toren kÄonnen jetzt die Eigenwerte und EigenzustÄande der Produktoperatoren berechnet
werden. Die Eigenwertgleichung eines unit Äaren Operators lautet:

Ûcj¸ c
m i = ¸ c

m j¸ c
m i : (4.13)

FÄur den Produktoperator soll gelten:

Ĉc j¤ c
m i = ¤ c

m j¤ c
m i : (4.14)

Aus De¯nit ion 5 der Produktoperatoren sieht man unmitt elbar, wie die Eigenwerte und
EigenzustÄande der Produktoperatoren mit denen der unit Äaren Operatoren zusammen-
hÄangen:

¤ c
m =

NY

¹ =1

¸ c¹
m ¹

; (4.15a)

j¤ c
m i =

NO

¹ =1

j¸ c¹
m ¹

i : (4.15b)

Die Eigenwertgleichung der Produktoperatoren wird durch die ZustÄande j¤ c
m i erfÄull t.

Der Indexvektor c indiziert die beteiligten unit Äaren Operatoren, m = f m1; : : : ; mN g
indiziert die zu den unit Äaren Operatoren gehÄorigen EigenzustÄande. Der Eigenzustand
j¤ c

m i ist ein Produktzustand, jeder Knoten ist in einem lokal de¯nierten Zustand j¸ m ¹ i .
Da die Eigenwerte der unitÄaren Operatoren n-te Einheitswurzeln sind, sind auch die
Eigenwerte ¤ c

m der Produktoperatoren n-te Einheitswurzeln, was aus Gl. (4.15a) folgt.
FÄur den Fall n 2

�

haben alle lokalen unit Äaren Operatoren (De¯n it ion 3) bis auf
den tr ivialen Operator Û0 ein nichtentart etes Spektr um, d.h. man kann auf die Entar-
tungsstruktur des Spektrums der Produktoperatoren schlie¼en: Zu jedemEigenwert ¤ c

m
gehÄoren Nz verschiedene EigenzustÄande, d.h. jeder Eigenwert sei Nz-fach entartet. Ins-
gesamt gibt esnN EigenzustÄande zu jedem Produktoperator, d.h. die Operatoren haben
vollen Rang. Es gibt allerdings nur n verschiedene Einheit swurzeln als Eigenwerte des
Produktoperators, da das Produkt aus Gl. (4.15a) im Raum der n-ten Einheitswurzeln
bleibt. Da es zu jedem unit Äaren Operator genau n verschiedene Eigenwerte ¸ c¹

m ¹ gibt
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und alle unit Äaren Operatoren die gleichen Eigenwerte haben, kommt jede Einheit swur-
zel gleich oft als Eigenwert vor. Aus diesenÄUberlegungenfolgt fÄur den Entartungsgrad:

Nz =
nN

n
= nN ¡ 1: (4.16)

Ist n keinePrimzahl, sohabeneinigeunitÄareOperatoren schon ein entart etesSpekt rum,
wasdie Entartung einiger Produktoperatoren erhÄohen kann. SpÄater wird dieseTatsache
die Gleichbehandlung von Systemen mit n 2

�

und n =2
�

verhindern.

4.4 Entwicklung von Dichtematr izen nach
Produktop eratoren

Der Hilbertraum deshier betr achteten Quantennetzwerkshat die Dimension nN . Damit
hat der Liouvil leraum die Dimension n2N . FÄur die Produktoperatoren gilt die Ortho-
gonalitÄatsrelation Gl. (4.10). Daraus folgt, dassdie n2N linear unabhÄangigen Produkt -
operatoren eine vollstÄandige orthogonale unitÄare Basis des Liouvilleraums darstellen.
Jeder Dichteoperator der Dimension nN £ nN ist deshalb in dieseBasis entwickelbar.
Die Produktoperatorentwicklung des Dichteoperators hat die Form:

½̂=
1

nN

µ
1̂ +

X

c
c6= 0

uc(½̂) Ĉc

¶
(4.17)

mit den Koe±zienten

uc(½̂) = Spurf Cy
c ½̂g: (4.18)

Mi t den in De¯nit ion 6 vorgestellten Clusteroperatoren lÄasst sich die Bedeutung
der einzelnen Terme der Entwicklung noch weiter veranschaulichen. Man betr achtet zu-
nÄachst in der Produktoperatorentwicklung Gl. (4.17) nur Terme mit Produktoperatoren,
die m = 1-Clusteroperatoren zum ¹ -ten Subsystem entsprechen, mit den Entwicklungs-
koe±zienten

uf 0;:::;0;c¹ ;0;:::;0g = Spurf (Ĉ
(¹ )
c¹

)y ½̂g: (4.19)

All e diesezum ¹ -ten Subsystem gehÄorigenKoe±zienten zusammen entsprechen dem im
letzten Kapit el vorgestellt enKohÄarenzvektor u des¹ -ten Knotens. Nimmt man nun alle
Produktoperatoren, die nur aus zwei nichtt rivialen Einknotenoperatoren zweier Knoten
¹ und º bestehen, also einen m = 2-Cluster, mit den Entwicklungskoe±zienten

uf 0;:::;0;c¹ ;0;:::;0;cº ;0;:::;0g = Spurf (Ĉ
(¹;º )
c¹ ;cº

)y ½̂g (4.20)

erhÄalt man die Korrelationsmatr ix zwischen den Knoten ¹ und º . DieseBetrachtung
kann bis hin zum maximalen Clusteroperator m = N fortgefÄuhrt werden, in dem keine
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trivialen unit Äaren Operatoren mehr im Produkt vorkommen. Die Menge aller Entwick-
lungskoe±zi enten uc enthÄalt also sÄamtl iche Informationen (KohÄarenzvektoren und alle
Korrelationen bilokale, tr ilokale usw. ) Äuber das System. All e dieseKoe±zienten zu-
sammengefasstwerden im Folgenden als KorrelationstensorU = (uc) bezeichnet. Dieses
Objekt ist ein Tensor N -ter Stufe, der sÄamtl iche KohÄarenzvektoren und alle hÄoheren
Korrelationen bis hin zur maximalen Korrelation zwischen allen Knoten enthÄalt. In
Abbildung 4.1 sind alle dieseElemente fÄur den Fall N = 3 aufgelistet, alles weitere ist
in [22] zu ¯n den.

1

23

PSfrag replacements

Û(1)
c1 ­ 1̂(2) ­ 1̂(3)

1̂(1) ­ Û(2)
c2 ­ 1̂(3)1̂(1) ­ 1̂(2) ­ Û(3)

c3

Û(1)
c1 ­ Û(2)

c2 ­ Û(3)
c3

Û
(1

)
c 1

­
1̂

(2
) ­

Û
(3

)
c 3

1̂(1) ­ Û (2)
c2 ­ Û (3)

c3

Û
(1)c

1
­

Û
(2)c

2
­

1̂ (1)

uf c1 ;0;0g

uf 0;c 2 ;0guf 0;0;c 3g

u f c
1

;0
;c

3
g u

f c
1 ;c

2 ;0g

uf 0;c 2 ;c 3g

uf c1 ;c 2 ;c 3g

Abb . 4.1: Korr elationstensorelemente uc fÄur ein homogenesQuantennetzwerk bestehend aus N = 3
Subsystemen mit jeweils n Niveaus. Gezeigt sind sÄamtliche Elemente uc , wobei gilt c¹ = 0; : : : ; n2 ¡ 1.
Neben den lokalenOperatorenund KohÄarenzvektorensind alle mÄoglichenhÄoherenCluster, bilokale (m =
2) und der maximale, tr ilokaleCluster (m = 3) mit denentsprechenden Clusteroperatoren eingezeichnet.

Es soll noch darauf hingewiesenwerden, dassder Korrelationstensor nicht die Ver-
schrÄankungen des Systems direkt angibt. Um den VerschrÄankungstensor zu erhalt en,
mÄussen noch - wie in [22, 24] beschrieben - jeweils alle Korrelationen niedrigerer Ord-
nung abgezogen werden. Das bedeutet umgekehrt , dassman aus dem Vorhandensein
von Korrelationen nicht auf die VerschrÄankung einesZustands schlie¼enkann.
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4.5 Korrelationstensor eines beliebigen Zustands

Hier soll nun das Korrelationstensorelement uc eines allgemeinen reinen Zustands jÃi
berechnet werden. Dazu ist essinnvoll, jÃi in die Produktbasiszu entwickeln:

jÃi =
X

i

ji ihi jÃi =
1

Ãnorm

X

i

Ãi ji i (4.21)

mit

Ãnorm =
s X

i

j Ãi j2: (4.22)

Die Dichtematrix einesreinen Zustands berechnet sich nach

½̂= jÃihÃj =
1

Ã2
nor m

X

i

X

j

Ãi Ã¤
j ji ihj j: (4.23)

Das Element uc desKorrelationstensors wird berechnet nach Gl. (4.18) unter Verwen-
dung von Gl. (4.7) (Doppelindex-Notati on):

uf a ;bg(½̂) = Spurf Ĉy
f a ;bg ½̂g

=
X

k

hk j
1

Ã2
no rm

X

i

X

j

Ãi Ã¤
j Ĉy

f a ;bg ji ihj jk i

=
X

k

hk j
1

Ã2
no rm

X

i

X

j

Ãi Ã¤
j ! a b Ĉf¡ a ;¡ bg ji ihj jk i

=
1

Ã2
nor m

X

k

X

i

X

j

Ãi Ã¤
j ! a b ! ¡ b i hk ji ¡ aihj jk i

=
1

Ã2
nor m

X

i

Ãi Ã¤
i ¡ a ! a b ! ¡ b i : (4.24)

Das Element desKorrelationstensors einesbeliebigen Zustands jÃi ist:

uf a ;bg(½̂) =
1

Ã2
nor m

X

i

Ãi Ã¤
i ¡ a ! a b ! ¡ b i : (4.25)





5 Spezielle reine und gemischte
ZustÄande

Nun sollen die schon des ÄOfteren erwÄahnten speziellen reinen und gemischten ZustÄan-
de, die in dieserArbeit Verwendung ¯n den, vorgestellt und nÄaher untersucht werden
(darunter die schon in Kapit el 2.2 vorgestellten W ern er -ZustÄande).

5.1 "KatzenzustÄande\

Einesder bekanntesten Gedankenexperimente ist dasin [18] von A. Schr Äodinge r 1935
beschriebene Katzen-Paradoxon. In einer Kiste be¯ndet sich eine Katze zusammen mit
einem instabilen Atom, das mit einer bestimmten Halbwertszeit zerfÄallt. ZerfÄallt es,lÄost
eseinen Mechanismus aus, der mit Hil fe von Zyanid die Katzesofort tÄotet. Da man von
au¼endie Katze nicht beobachten kann, wei¼man nicht, ob die Katze lebt oder schon
tot ist. In diesemExperiment wird die Katze (makroskopischesObjekt) mit dem Atom
(mikroskopischesObjekt) verknÄupft. Das bedeutet, die Katze wird als quantenmecha-
nischesObjekt interpreti ert. Daraus result iert das oben angesprocheneParadoxon, da
Katzenin unserer Welt nicht alsquantenmechanischeObjekte in Erscheinung treten, hier
sich aber, so wird unterstellt , eine Superpositi on aus

"
Katze lebt\ und

"
Katze ist tot\

einstellen kann. Den gesamten Zustand desSystems kÄonnte man wie folgt beschreiben,
wenn das Atom anfangs vom angeregten Zustand j1i Atom in den Grundzustand j0i Atom ,
und die Katze vom Zustand lebend j1i Katze in den Zustand tot j0i Katze Äubergeht:

jGesamtzustandi =
1

p
2

(j1i Atom j1i Katze + j0i Atom j0i Katze ): (5.1)

DieserZustand entspricht dem schon in Kapit el 2.2.1 eingefÄuhrt en EPR-Zustand (siehe
auch [12]) und soll im Folgenden als

"
Katzenzustand\ bezeichnet werden. Der EPR-

oder Katzenzustand ist maximal verschrÄankt , wie man anhand quanti tativer Separabi-
li tÄatskri terien ÄuberprÄufen kann (siehe Kapit el 6).

Wie in Kapitel 2.2.2 dargestellt , gibt eseine vollstÄandige orthonormale Basis maxi-
mal verschrÄankter ZustÄande. DieseZustÄande kÄonnen durch Anwendung lokaler unit Äarer
Transformati onenauf denZustand Gl. (5.1) erzeugt werden. Lokaleunit ÄareTransforma-
ti onen, reprÄasent iert durch die in Kapit el 4 eingefÄuhrt en Produktoperatoren, verÄandern
Entr opie und VerschrÄankung der ZustÄande nicht.
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28 5 Spezielle reine und gemischte ZustÄande

5.2 Verallgemeinerte Katz enzustÄande

Es ist mÄoglich, die De¯nit ion der KatzenzustÄande (Gl. (5.1)) auf beliebig viele Knoten
N eineshomogenen Netzwerks mit beliebig vielenNiveaus n auszudehnen:

jKatzei f 0;0g :=
1

p
n

n¡ 1X

i =0

NO

¹ =0

ji i =
1

p
n

n¡ 1X

i =0

ji; : : : ; i i : (5.2)

Hierbei wird in Anlehnung an die Produktoperatoren der Standardkatzenzustand mit
f 0; 0g indiziert . All e anderen maximal verschrÄankten ZustÄande kÄonnen durch Anwen-
dung desentsprechenden Produktoperators auf diesenStandardzustand erzeugt werden:

jKatzei f a ;bg = Ĉf a ;bg jKatzei f 0;0g : (5.3)

Es soll hier noch darauf verwiesenwerden, dass es n2N Produktoperatoren gibt, die
Dimension desHilbert raums aber nur nN ist, d.h. nicht alle der so erzeugten ZustÄande
sind wirklich linear unabhÄangig. Die Dichtematrix des Standardzustands hat die Form:

½̂Katz e = jKatzei f 0;0g f 0;0ghKatzej =
1
n

n¡ 1X

i =0

n¡ 1X

j =0

ji; : : : ; i ihj ; : : : ; j j: (5.4)

FÄur detail liertereInformati onen zu maximal verschrÄankten ZustÄandensoll auf ergÄanzen-
de Lit eratur [22,15] verwiesenwerden.

Es ist mÄoglich, den Katzenzustand - wie in Kapit el 4.4 beschrieben - nach Produkt-
operatoren zu entwickeln. Die Dichtematrix des Katzenzustands hat dann die folgende
Form:

½̂Katz e =
1

nN

µ
1̂ +

X

c
c6= 0

uc(½̂Kat ze) Ĉc

¶
(5.5)

mit dem Korrelationstensor U = (uc(½̂Kat ze)). DieseEntwicklung wird sich im Weiteren
als gÄunstig erweisen. Das Korrelationstensorelement berechnet sich nach Gl. (4.18):

uc(½̂Katz e) = Spurf Ĉy
c ½̂Kat zeg

= Spurf
1
n

n¡ 1X

i =0

n¡ 1X

j =0

Ĉy
c ji; : : : ; i ihj ; : : : ; j jg

=
(4.7)

1
n

X

k

n¡ 1X

i =0

n¡ 1X

j =0

! a b ! ¡ (ib1+ ¢¢¢+ ibN )hk ji ¡ a1; : : : ; i ¡ aN ihj jk i

=
1
n

X

k

n¡ 1X

i =0

n¡ 1X

j =0

! a b ! ¡ (ib1+ ¢¢¢+ ibN ) ±k1 ;i ¡ a1 ¢¢¢±kN ;i ¡ aN ¢±j ;k1 ¢¢¢±j ;kN

=
1
n

n¡ 1X

i =0

n¡ 1X

j =0

! a b ! ¡ (ib1+ ¢¢¢+ ibN ) ±j ;i ¡ a1 ¢¢¢±j ;i ¡ aN : (5.6)
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Mi t dem ersten Kr oneck er -Delta kollabiert die Summe Äuber j . Aus den anderen
Kr oneck er -Deltas folgt dann, dass alle a¹ gleich sein mÄussen, damit der Koe±zient
Äuberhaupt von null verschieden sein kann. Betrachtet man dann noch die Summe Äuber
i , die, wenn b1 + ¢¢¢+ bN kein Vielfachesvon n ist, mit Hil fe der geometrischen Reihe
berechnet werden kann, so erhÄalt man:

n¡ 1X

i =0

! ¡ i (b1+ ¢¢¢+ bN ) =

( P n¡ 1
i=0 1 = n

P N
¹ =1 b¹ = 0

P n¡ 1
i=0 ! i (b1+ ¢¢¢+ bN ) = ! n ( b1+ ¢¢¢+ bN ) ¡ 1

! ¡ 1 = 0 sonst
(5.7)

Ausdiesen ÄUberlegungenfolgt, dassdasKorrelationstensorelement nur von null verschie-
den ist und denWert ! a b = ! a(b1+ ¢¢¢+ bN ) = 1 hat, wenndie IndizesdesProduktoperators
folgendeBedingungenerfÄullen: alle a¹ mÄussengleich seinund fÄur die b¹ gilt die BeziehungP N

¹ =1 b¹ = 0. Damit kann man die Produktoperatorentwicklung desverallgemeinert en
Katzenzustands umschreiben:

½̂Katze =
1

nN

µ
1̂ +

n¡ 1X

a=0

X

b

Ĉf a ;bg ±(P N
¹ =1 b¹ = 0)

¶
; (5.8)

wobei der Term a = 0; b = 0 in der Summe nicht mitgenommen wird. Die Bedingung,
dassalle a gleich sind, wird hier durch die Forderung a = f a; : : : ; ag berÄucksichti gt, die
zweite Bedingung fÄur sÄamtl iche b¹ wird als ±-Funkti on formuliert.

5.3 Verallgemeinerter WERNER-Zustand

Die bis jetzt angegebenen ZustÄande waren alle rein, d.h. es ist mÄoglich, sie als Vek-
toren im Hilbert raum darzustellen. Im Folgenden betrachten wir eine spezielle Klasse
gemischter ZustÄande, die so genannten We rne r -ZustÄande [14], die eine Mischung des
Katzenzustands (also des maximal verschrÄankten Zustands) mit dem total gemischten
Zustand mit tels einesMischungsparameters 0 · ² · 1 darstellen. ZunÄachst werden hier
Netzwerke bestehend aus zwei Subsystemen mit zwei Niveaus betr achtet; die We rne r -
ZustÄande werden durch die Dichtematrix

½̂Werner =
1
4

(1 ¡ ²)1̂(4) + ² ½̂Kat ze (5.9)

beschrieben. FÄur ² = 0 ist ½̂Werner der total gemischte Zustand, wÄahrend fÄur ² = 1
½̂Werner der Katzenzustand ist. Hier soll explizit darauf hingewiesenwerden, dass die
We rn er -ZustÄande nur eine kleine Untergruppe der Menge aller gemischten ZustÄande
darstellen.

Auch die We rne r -ZustÄandekÄonnen mit Hil fe der verallgemeinertenKatzenzustÄande
(Gl. (5.2)) auf N Subsystememit n Niveaus erweitert werden:

½̂(nN )
Werner =

1
nN

(1 ¡ ²)1̂(nN ) + ² ½̂(nN )
Kat ze : (5.10)
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Im weiteren Verlauf sollen dieseZustÄande als verallgemeinerte We rne r -ZustÄande be-
zeichnet werden. Untersucht man zunÄachst die Produktoperatorentwicklung desverall-
gemeinerten We rne r -Zustands

½̂(nN )
Werner =

1
nN

(1 ¡ ²)1̂ + ²
1

nN

µ
1̂ +

X

c

uc(½̂Kat ze) Ĉc

¶

=
1

nN

µ
1̂ + ²

X

c

uc(½̂Katz e) Ĉc

¶
(5.11)

und vergleicht diese mit der des verallgemeinerten Katzenzustands (Gl. (5.5)), ¯n det
man, dassalle Korrelationen mit ² skaliert sind.

5.4 "Blasse\ ZustÄande

Es ist mÄoglich, noch eine weitere Verallgemeinerung vorzunehmen. Es werden nun Zu-
stÄande betrachtet der Form:

½̂bla ss =
1

nN
(1 ¡ ²)1̂ + ² ½̂rei n : (5.12)

An Stelle desKatzenzustands wird jetzt ein beliebiger, reiner Zustand jÃi mit der Dich-
tematr ix ½̂rei n = jÃihÃj verwendet.

Wie die W ern er -ZustÄandekann auch dieserZustand nach Produktoperatoren,unter
Verwendung der Produktoperatorentwicklung desallgemeinen Zustands ½̂rei n , entwickelt
werden (siehe Kapit el 4.5). DieseZustÄande hei¼en

"
blass\, da alle Korrelationen mit ²

nach unten skaliert sind.
DieseZustandsklasseenthÄalt als Spezialfall sÄamtl iche We rne r -ZustÄande, trotzdem

gibt esnoch weitaus mehr gemischte ZustÄande, die nicht zu dieser KlassegehÄoren.



6 SeparabilitÄat

Schon einige Male wurden in dieserArbeit die Begri®e VerschrÄankungund Separabilit Äat
verwendet. In diesemKapit el sollen diesewichti genEigenschaften quantenmechanischer
ZustÄande de¯niert werden.

6.1 SeparabilitÄat und VerschrÄankung

In einem Quantennetzwerk, bestehend aus N Subsystemenmit jeweils n Niveaus, kann
eszur VerschrÄankung der Subsysteme untereinander kommen.

De¯niti on 7: Separabil it Äat und VerschrÄankung

VerschrÄankung wird als Gegenteil von Separabil it Äat de¯niert :

½̂ist separabel , ½̂ist nicht verschrÄankt .

Separable ZustÄande lassen sich in ProduktzustÄande zerlegen, weshalb die Separabil it Äat
Äuber die Zerlegbarkeit von ZustÄanden in ProduktzustÄande de¯niert wird.

De¯niti on 8: Separabler Zustand

Ein vollstÄandig separabler Zustand ist de¯niert als konvexeKombination
von Tensorprodukten:

½̂=
X

i

p(i )
NO

¹ =1

½̂(¹ )(i )

mit dem Gesamtzustand ½̂und der Dichtematrix des ¹ -ten Subsystems
½̂(¹ ) im Hilbertr aum H (n) .

Der separable Zustand ½̂ist eine Mischung von ProduktzustÄanden:

½̂P.Z. =
NO

¹ =1

½̂(¹ )(i ) (6.1)

mit den Gewichten p(i ). Bei einem Produktzustand ist jedesSubsystem lokal in einem
de¯nierten Zustand, es liegenalso keine VerschrÄankungen vor. Eine Mischung solch
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32 6 Separabil it Äat

separabler ZustÄande kann keine VerschrÄankung erzeugen. FÄur verschrÄankte ZustÄande,
ZustÄande mit nichtl okalen Eigenschaften, gibt eskeine Zerlegung nach De¯nit ion 8.

Die Zerlegung nach De¯nit ion 8 ist nicht eindeuti g, d.h. esgibt viele unterschiedliche
Zerlegungen in verschiedene ProduktzustÄande, die zum gleichen Gesamtzustand fÄuhren.
Dies hat zur Folge, dasses recht schwierig ist zu entscheiden, ob ein Zustand des Ge-
samthilbertr aums separabel ist oder nicht. Bis jetzt (2002) gibt esnoch kein allgemein
gÄult igesKri terium fÄur Separabili tÄat, und auch die direkte Konstrukt ion einer Zerlegung
(wie in De¯nit ion 8) ist auf Grund ihrer Mehrdeuti gkeit schwierig durchfÄuhrbar.

6.2 SeparabilitÄatskrit erien

Um entscheidenzu kÄonnen, ob ein Zustand separabel oder verschrÄankt ist, benÄotigt man
ein Separabil it Äatskrit erium. Hier sollen einige Separabil it Äatskrit erien fÄur einzelne Zu-
standsgruppen vorgestellt werden. Schon in der Einleitung wurde angesprochen, dass
eine gro¼eMenge an notwendigen als auch an hinreichenden Kri terien zur VerfÄugung
steht, von denen allerdings viele im konkreten Fall nicht operabel sind. Deshalb sollen
hier nur die fÄur dieseArbeit nÄutzlichen Kri terien vorgestellt werden. Eine Zusammen-
stellung der meisten bis jetzt erarbeit eten Kri terien kann in [7] gefunden werden.

6.2.1 Reine ZustÄande

FÄur reine ZustÄande ist es nicht schwierig zu unterscheiden, ob ein separabler oder ein
verschrÄankter Zustand vorliegt. Man berechnet direkt die reduzierten Dichtematrizen.
Be¯ndensich die einzelnenSubsystemeauch in reinenZustÄanden, ist der Gesamtzustand
separabel. Ob die einzelnen Subsystemein reinen ZustÄanden sind, kann mit der Spur
desDichtematrixquadrats entschieden werden.

Theor em 3:

Die Dichtematrix des ¹ -ten Subsystems ist: ½̂¹ = Spurf º ;·;::: gf ½̂g. Die
Dichtematr ix ½̂ist genau dann separabel, wenn fÄur ¹ = 1; : : : ; N gilt :

Spurf ½̂2
¹ g = 1:

FÄur reine ZustÄande gibt es au¼erdem noch eine gro¼eZahl auch quanti tati ver Separa-
bil it Äatskrit erien, die in der Lage sind, den Grad der VerschrÄankung zu messenz.B. die
lokale v. Neumann Entr opie (siehe dazu [7]).

6.2.2 Gemischte ZustÄande

FÄur gemischte ZustÄande ist es weit schwieriger zu entscheiden, ob ein verschrÄankter
oder separabler Zustand vorliegt. Da kein allgemein gÄult igesKri terium fÄur Separabil it Äat
existiert, gibt eseine gro¼eZahl an notwendigenund hinreichenden Kri terien, mit deren
Hil fe man ZustÄande auf VerschrÄankung untersuchen kann.
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PERES-Kriterium (PPT-K riterium )

Ein notwendiges Separabili tÄatskri terium ist das von Pere s [8] entwickelte Kri terium
positi ver Parti elltr ansponierter (PPT-Kr it erium):

Theor em 4:

Ist ½̂separabel, folgt, dassalle partiellt ransponierten Matrizen positiv,
d.h. echte ZustÄande sind:

½̂separabel ) ½̂Tº ¸ 0:

½̂Tº bezeichnet die part iellt ransponierte Matrix bezÄuglich desº -ten Subsystems. Stellt
man die Dichtematrix ½̂in der Produktbasis dar

½̂=
X

i

X

j

hi j½̂jj ij i ihj j; (6.2)

errechnet sich die Parti elltr ansponierte des º -ten Subsystem nach

½̂Tº =
X

i

X

j

hi j½̂jj ij i 1; : : : ; j º ; : : : ; i N ihj 1; : : : ; i º ; : : : ; j N j: (6.3)

½̂Tº ¸ 0 bedeutet hier, dassdie Matrix positiv de¯nit ist, d.h. alle EigenwertegrÄo¼eroder
gleich null sind. DieseEigenschaft kann direkt ÄuberprÄuft werden, indem man die Eigen-
werte auf Posit ivi tÄat untersucht, oder indem man die Cauchy -Schwarz -Ungleichung
verwendet (siehe Kapit el 2.1). All e ZustÄande, die das Peres -Kri terium erfÄullen, also
derenParti ellt ransponierte sÄamtl ich positiv sind, nennt man Positiv-Parti ellt ransponier-
te-ZustÄande oder PPT-ZustÄande.

Das Peres -Kr it erium ist vollstÄandig scharf (notwendig und hinreichend) fÄur 2£ 2
und 2£ 3 Systeme. FÄur alle grÄo¼eren Netzwerke ist das Kr it erium nur ein notwendiges
Separabil it Äatskrit erium. Es gibt nÄamlich ZustÄande, die dasKri terium erfÄullen - d.h. alle
parti elltr ansponierten Matrizen sind positi v - aber tr otzdem nicht separabel sind. Sol-
che ZustÄande nennt man gebunden-verschrÄankte-ZustÄande. Andererseit s gilt, dassder
Gesamtzustand mit Sicherheit verschrÄankt ist, wenn nur eine partiellt ransponierte Ma-
tr ix nicht positi v ist. Zur Veranschaulichung sollen die verschiedenen, hier vorgestellten
ZustÄande, in einem qualit ativen Bild dargestell t werden, siehe Abbildung 6.1. Es wird
aber darauf verwiesen, dassaus dieserAbbildung keinerlei Informationen Äuber die tat-
sÄachliche Struktur und GrÄo¼edesZustandsraums sowie die Lageder Grenzengewonnen
werden kÄonnen.

Korrelationst ensorkriterium

Lediglich ein weiteres, allerdings nur hinreichendesKri terium fÄur Separabil it Äat, soll an
dieser Stelle vorgestellt werden: das bisher schÄarfste Separabil it Äatskrit erium (siehe [6]).
Der in Kapit el 4 eingefÄuhrt e Korrelationstensor enthÄalt sÄamtl iche Informationen Äuber
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PSfrag replacements

1
nN 1̂

"
Blas ser\ Zu stan d

reiner Zustand

reiner

½̂rei n

½̂rei n

½̂P.Z.

1
n N

(1¡ ²)1̂+ ² ½̂rei n

Bloch Kugel

Separable ZustÄande

VerschrÄankte ZustÄande

Produktzustand

Peres
Kr it erium

gebundenverschrÄankte
ZustÄande

Rand des Gesamtzustandsraums
Abb . 6.1: Struktur desZustandsraums(vgl. [7]). Die eingezeichnete Per es-Grenze ist nur schematisch
dargestellt; das PPT-K rit erium ist fÄur alle ZustÄande innerhalb dieser Grenze erfÄullt . Die gebunden-
verschrÄankten-ZustÄande erfÄullen zwar das Kr iter ium, sind jedoch trotz dem verschrÄankt. Die

"
blassen\

ZustÄande liegen in AbhÄangigkeit von ² auf Verbindungslini en zwischen reinen ZustÄandenund dem total
gemischten Zustand in der Mit te.

das System. Es ist mÄoglich, ein Kr it erium basierend auf dem Korrelationstensor zu
de¯nieren.

Theor em 5:

Gilt fÄur den Korrelationstensor U einesSystemsim Zustand ½̂bestehend
aus zwei Subsystemen:

X

c

juc j · 2 ) ½̂separabel:

Leider greift diesesKri terium meist nur in einer sehr engenUmgebung des total gemisch-
ten Zustands und ist nur fÄur Systemebestehend aus zwei Subsystemen gÄult ig.

6.3 PPT- Krite rium fÄur den verallgemeinerten
WERNER-Zustand

FÄur den verallgemeinerten We rne r -Zustand (Gl. (5.10)) ist esgelungenzu zeigen, dass
das Per es-Kr it erium fÄur beliebig viele Subsysteme und beliebig viele Niveaus sowohl
hinreichend als auch notwendig ist (siehe [6, 25]). Dabei wird zunÄachst ein notwendi-
gesSeparabil it Äatskrit erium verwendet: das Peres -Kr it erium. Aus diesem erhÄalt man
eine Bedingung fÄur Separabili tÄat, die in den We rne r -Zustand eingesetzt wird. Der so
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erhalt ene Zustand wird dann explizit separiert.
Hier soll also zunÄachst das PPT-Kri terium fÄur verallgemeinerte We rn er -ZustÄande

berechnet werden.

PERES-Kriterium fÄur verallgemeinerte WERNER-Zustand

ZunÄachst wird fÄur die verallgemeinerten We rne r -ZustÄande ½̂die Parti elltr ansponierte
von Gl. (5.10) berechnet und auf Positivi tÄat mit Hil fe der Cauch y -Schwarz -Unglei-
chung untersucht (Theorem 1). Folgende AbkÄurzungen werden dabei verwendet:

ji i = ji 1; : : : ; i º ; : : : ; i N i ; (6.4a)

jj i = jj 1; : : : ; j º ; : : : ; j N i analog jk i und jm i ; (6.4b)

j~i i = ji 1; : : : ; j º ; : : : ; i N i ; (6.4c)

j~j i = jj 1; : : : ; i º ; : : : ; j N i analog j~k i und j ~m i ; (6.4d)

mit denen sich die Parti ellt ransponierte bezÄuglich Subsystem º als

½̂Tº =
X

i

X

j

½̂i ;j j~i ih~j j (6.5)

schreiben lÄasst. Die zu untersuchende Cauch y -Schw arz -Ungleichung hat nun die fol-
gende Form:

hk j½̂Tº jk ihm j½̂Tº jm i ¸ jhk j½̂Tº jm ij 2: (6.6)

Berechnung der rechten Seite von Gl. (6.6):

hk j½̂Tº jm i =
X

i

X

j

½̂i ;j hk j~i ih~j jm i

=
X

i

X

j

½̂i ;j ±k ;~i ±~j ;m

= ½̂~k ; ~m

= h~k j(
1

nN
(1 ¡ ²)1̂ + ² ½̂Katze )j ~m i : (6.7)

Der 1̂-Operator hat keine Nichtdiagonalelemente, d.h. man mussnur den zweiten Sum-
manden betrachten, wobei die Dichtematrix desverallgemeinerten Katzenzustands (Gl.
(5.4)) verwendet wird:

h~k j² ½̂Katz ej ~m i = h~k j
²
n

n¡ 1X

i =0

n¡ 1X

j =0

ji; : : : ; i ihj ; : : : ; j j ~m i

=
²
n

n¡ 1X

i =0

n¡ 1X

j =0

±~k ;f i;::: ;i g ±f j ;:::;j g; ~m : (6.8)
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Man sieht, dassalle nichtverschwindenden Elemente hier ²
n sind. Jetzt berechnet man

die Terme der linken Seite von Gl. (6.6) zu einem diesernichtverschwindenden Elemen-
te z.B. j~k i = ji; : : : ; i i und j ~m i = jj ; : : : ; j i , d.h. jk i = ji; : : : ; j ; : : : ; i i und jm i =
jj ; : : : ; i; : : : ; j i , wobei die Transpositi on an der º -ten Stelle statt gefunden hat:

hk j½̂Tº jk i =
X

i

X

j

½̂i ;j hi; : : : ; j ; : : : ; i j~i ih~j ji; : : : ; j ; : : : ; i i

= ½̂f i;::: ;j ;:::;i g;f i;::: ;j ;:::;i g

= hi; : : : ; j ; : : : ; i j(
1

nN
(1 ¡ ²)1̂ + ² ½̂Katze )ji; : : : ; j ; : : : ; i i

=
1

nN
(1 ¡ ²) + ² hi; : : : ; j ; : : : ; i j ½̂Katze ji; : : : ; j ; : : : ; i i

=
1

nN
(1 ¡ ²)

+ ²
n¡ 1X

l=0

n¡ 1X

p=0

hi; : : : ; j ; : : : ; i jl ; : : : ; l ihp;: : : ; pji; : : : ; j ; : : : ; i i : (6.9)

Da der letzt e Term immer null ist, erhÄalt man alsodasMatrixelement 1
nN (1¡ ²). Analog

berechnet sich der zweite Term der linkenSeit e von Gl. (6.6) mit Vektor jm i . Setzt man
alles in die Cauch y -Schwarz -Ungleichung (6.6) ein, erhÄalt man:

µ
1

nN
(1 ¡ ²)

¶ 2

¸

¯
¯
¯
¯

²
n

¯
¯
¯
¯

2

: (6.10)

DieseUngleichung lÄasst sich nach ² au° Äosen, und man erhÄalt damit die notwendige
Separabil it Äatsbedingung:

² ·
1

nN ¡ 1 + 1
:= ²gren z : (6.11)

All e ZustÄande mit grÄo¼erem ² als ²grenz = 1
nN ¡ 1+1 sind in jedem Fall verschrÄankt. Ob

ZustÄande mit einem ² · ²grenz separabel sind, kann hier noch nicht entschieden werden.
Dazu mÄu¼te noch ein hinreichendes Kri terium untersucht werden. Das oben beschrie-
bene Korrelationstensorkrit erium versagt hier jedoch. Die VorgehensweisewÄare nun zu
versuchen, denZustand mit ²gren z explizit zu separieren. Diesist mit den spÄater in dieser
Arbeit vorgestellten Paketen (siehe Kapit el 7) und einem Mechanismus zur Herstellung
von We rne r -ZustÄanden an der Separabil it Äatsgrenze mÄoglich.

6.4 PPT- Krite rium "blasser\ ZustÄande

Auch fÄur denallgemeinen
"
blassen\ Zustand ½̂bla ss (Gl. (5.12)) ist esmÄoglich, dasPeres -

Kr it erium zu untersuchen:

½̂bla ss =
1

nN
(1 ¡ ²)1̂ + ² ½̂rei n =

1
nN

(1 ¡ ²)1̂ + ² jÃihÃj: (6.12)
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Der reine Zustand jÃi lÄasst sich in die Produktbasis entwickeln

jÃi =
1

Ãnorm

X

i

Ãi ji i ; (6.13)

woraus sich die Dichtematrix des
"
blassen\ Zustands ergibt:

½̂blas s =
1

nN
(1 ¡ ²)1̂ +

²
Ã2

norm

X

i

X

j

Ãi Ã¤
j ji ihj j: (6.14)

FÄur diese Dichtematrix muss jetzt die Parti elltr ansponierte berechnet werden. Dazu
werden die De¯nit ionen aus Gl. (6.4a)-(6.4d) verwendet:

½̂Tº
blas s =

X

i

X

j

½̂i ;j j~i ih~j j

=
X

i

X

j

hi j ½̂bl ass jj ij ~i ih~j j

=
X

i

X

j

hi j

Ã
1

nN
(1 ¡ ²)1̂ +

²
Ã2

norm

X

k

X

m

Ãk Ã¤
m jk ihm j

!

jj ij ~i ih~j j

=
1

nN
(1 ¡ ²)1̂ +

²
Ã2

norm

X

i

X

j

X

k

X

m

Ãk Ã¤
m hi jk ihm jj ij ~i ih~j j

=
1

nN
(1 ¡ ²)1̂ +

²
Ã2

norm

X

i

X

j

Ãi Ã¤
j j~i ih~j j: (6.15)

Nach demPere s-Kri terium muss dieseMatrix wieder positiv de¯nit sein, wasauch hier
mit der Cauch y -Schw arz -Ungleichung (De¯n it ion 1) gezeigt wird. ZunÄachst mÄussen
die Matrixelemente berechnet werden:

hk j ½̂bl ass jm i =
1

nN
(1 ¡ ²)hk j1̂jm i +

²
Ã2

norm

X

i

X

j

Ãi Ã¤
j hk j~i ih~j jm i

=
²

Ã2
norm

X

i

X

j

Ãi Ã¤
j ±k ;~i ±~j ;m

=
²

Ã2
norm

X

i

X

j

Ãi Ã¤
j ±k1 ;i 1 ¢¢¢±kr ;j r ¢¢¢±kN ;i N ±j 1 ;m 1 ¢¢¢±i r ;m r ¢¢¢±j N ;m N

=
²

Ã2
norm

Ã~k Ã¤
~m ; (6.16)

hk j ½̂blas s jk i =
1

nN
(1 ¡ ²) +

²
Ã2

norm

X

i

X

j

Ãi Ã¤
j hk j~i ih~j jk i

=
1

nN
(1 ¡ ²) +

²
Ã2

norm

X

i

X

j

Ãi Ã¤
j

±k1 ;i 1 ¢¢¢±kr ;j r ¢¢¢±kN ;i N ¢±j 1 ;k1 ¢¢¢±i r ;kr ¢¢¢±j N ;kN

=
1

nN
(1 ¡ ²) +

²
Ã2

norm
Ãk Ã¤

k : (6.17)
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Das letzte Matrixelement berechnet sich natÄurlich analog zum vorletzten. Jetzt kann
man dieseMatrixelemente in die Cauch y -Schw arz -Ungleichung einsetzen:

¯
¯
¯
¯

²
Ã2

norm
Ã~k Ã¤

~m

¯
¯
¯
¯

2

·
µ

1
nN

(1 ¡ ²) +
²

Ã2
norm

jÃk j2
¶ µ

1
nN

(1 ¡ ²) +
²

Ã2
norm

jÃm j2
¶

: (6.18)
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PSfrag replacements

²sep ²Peres

f (²)f (²)

0 1 ²

verschrÄankter

separabler

Bereich

Bereich

Abb . 6.2: Schematische Darstellung der Funkt ion f (²).

Dieskann zu einer in ² quadratischen Ungleichung der Form f (²) ¸ 0 umgeformt wer-
den. Zur Veranschaulichung diene die schematische Abbildung 6.2. Betrachtet man die
Gleichheit und berechnet ² aus dieserGleichung, erhÄalt man zwei LÄosungen, von denen
eine kleiner null ist und damit ausscheidet, da gilt 0 · ² · 1. Das Ergebnis ist somit :

² =
2Ã2

norm

2Ã2
norm ¡ nN

³
jÃk j2 + jÃm j2 ¡

p
(jÃk j2 ¡ jÃm j2)2 + 4jÃ~k j2jÃ ~m j2

´ : (6.19)

Um nun das tatsÄachliche ²Peres zu erhalt en, mussman bezÄuglich aller mÄoglichen k bzw.
m minimieren. Das kleinste ², das man erhÄalt, ist das tatsÄachliche ²Peres .

²Peres = min
f k ;m g

2

4 2Ã2
norm

2Ã2
norm ¡ nN

³
jÃk j2 + jÃm j2 ¡

p
(Ãk j2 ¡ jÃm j2)2 + 4jÃ~k j2jÃ ~m j2

´

3

5

(6.20)

ÄUber die Separabil it Äat kann hier keine Aussagegemacht werden, da esanalyt isch nicht
mÄoglich ist, mit diesem²Peres weiterzuarbeiten. DasErgebnis kann nur dem numerischen
Vergleich mit ²Misc h dienen, das durch dasspÄater in dieser Arbeit vorgestellte Mischungs-
verfahren erzeugt wird.



7 Pakete

In diesem Kapit el sollen separable ZustÄande, so genannte Pakete, mit interessanten Ei-
genschaften vorgestellt werden. Diesewerden im nÄachsten Kapit el verwendet, um ver-
allgemeinerte W ern er -ZustÄande durch Mischung zu erzeugen.

7.1 De¯ni tion der Pakete

Durch die Mischung ausgewÄahlter EigenzustÄandeeinesProduktoperators (hier Mischung
aller ZustÄande zum gleichen Eigenwert) kÄonnen interessante quantenmechanische Zu-
stÄande erzeugt werden. Die EigenzustÄande j¤ c

m i der Produktoperatoren sind Produkt -
zustÄande (siehe Kapit el 4.3). Mischt man solche nichtverschrÄankten ZustÄande, erhÄalt
man wieder einen separablen Zustand (siehe De¯nit ion 8). Die ZustÄande, die durch Mi-
schung aller EigenzustÄande zum gleichen Eigenwert einesProduktoperators c entstehen,
werden hier als Paketebezeichnet.

De¯niti on 9: Pakete

Mischt man alle EigenzustÄande j¤ c
m i einesProduktoperators Ĉc (c 6= 0)

zum gleichen Eigenwert ¤ c
m = ! ¡ s mit s = 0: : : n ¡ 1, mit gleicher

Gewichtung, erhÄalt man den Zustand

½̂Pak et (c; s) =
1

Nz

X

m

j¤ c
m ih¤ c

m j ±(¤ c
m = ! ¡ s):

DieserZustand wird als Paket bezeichnet.

Nz = nN ¡ 1 ist die Anzahl der EigenzustÄande des Produktoperators zum Eigenwert
¤ c

m = ! ¡ s, d.h. der Entartungsgrad (siehe Gl. (4.16)). Die Summe lÄauft Äuber alle
EigenzustÄande m , wird jedoch durch die ±-Funkt ion auf EigenzustÄande zum gleichen
Eigenwert (bestimmt durch s) beschrÄankt. Die Annahme der Eigenwerte desProdukt -
operators als n-te Einheitswurzeln folgt aus Kapit el 4.3 (¡ s wird hier nur aus GrÄunden
der Darstellung verwendet) .

Es ist zunÄachst sinnvoll, auch diesenZustand nach Produktoperatoren zu entwickeln.
Die direkte Berechnung des Korrelationstensorelements ist jedoch, wegender kompli-
ziert en Eigenzustandsstruktur der Produktoperatoren, schwierig. Deshalb soll hier der
umgekehrt e Weg eingeschlagen werden: Angabe einer Produktoperatordarstellung und
Vergleich diesermit den hier de¯nierten Paketen. Au¼erdem sollen hier nur Systeme

39
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mit n 2
�

betrachtet werden, da bei dieseneine geschlossene Darstellung der Pakete
in Produktoperatorentwicklung mÄoglich ist, wÄahrend es fÄur den Fall n =2

�

eine solche
nicht gibt.

Theor em 6: Produktoperatorentwicklung der Pakete

FÄur n 2
�

haben die Pakete die Produktoperatorentwicklung:

½̂Paket (c; s) =
1

nN

Ã

1̂ +
n¡ 1X

¾=1

! s¾Ĉ¾
c

!

:

Aus Gl. (4.11b) folgt, dassdie Potenz eines Produktoperators proporti onal zu einem
anderen Produktoperator ist. Wenn man also hier Gl. (4.11b) einsetzt, erhÄalt man den
Korrelationstensor und damit die herkÄommliche Produktoperatorenentwicklung. Die
hier angegebene Form erweist sich fÄur die weitere Rechnung allerdings als gÄunsti ger.

Beweis: Zu zeigen bleibt, dassDe¯nit ion 9 und Theorem 6 Äubereinstimmen. Die Eigen-
wertgleichung desProduktoperators ist bekanntl ich:

Ĉc j¤ c
m i = ¤ c

m j¤ c
m i : (7.1)

Es gibt einen Operator Q̂

Q̂ = [j¤ c
1i ; : : : ; j¤ c

nN i ] ; (7.2)

der den Produktoperator diagonalisiert:

D̂c = Q̂¡ 1ĈcQ̂ =

0

B
@

¤ c
1 0

.. .
0 ¤ c

nN

1

C
A : (7.3)

Aus Theorem 6 sieht man sofort , dassauch das Paket durch Q̂ diagonalisiert wird, da
fÄur eine Produktoperatorpotenz gilt :

Q̂¡ 1 Ĉ¾
c Q̂ = Q̂¡ 1 Ĉc ¢¢¢Ĉc Q̂

= Q̂¡ 1 Ĉc Q̂ ¢¢¢Q̂¡ 1 Ĉc Q̂

= D̂c ¢¢¢D̂c = D̂ ¾
c : (7.4)

Aus diesem Grund geht das Paket mit tels Q̂ in Diagonalform Äuber:

Q̂¡ 1 ½̂Pak et (c; s) Q̂ =
1

nN
Q̂¡ 1

Ã

1̂ +
n¡ 1X

¾=1

! s¾Ĉ¾
c

!

Q̂

=
1

nN

Ã

1̂ +
n¡ 1X

¾=1

! s¾ Q̂¡ 1 Ĉ¾
c Q̂

!

=
1

nN

Ã

1̂ +
n¡ 1X

¾=1

! s¾D̂ ¾

!

: (7.5)
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Von dieserGleichung kÄonnen die Eigenwerte der Pakete direkt abgelesenwerden:

­( c; m ; s) =
1

nN

µ
1 +

n¡ 1X

¾=1

! s¾(¤ c
m )¾

¶
: (7.6)

Da die Eigenwerte im Raum der n-ten Einheitswurzeln bleiben (siehe Kapit el 4.3), kann
man o.B.d.A. annehmen, dass¤ c

m = ! ¡ t gilt. Damit erhalten die Eigenwerte die Form:

­( c; m ; s) =
1

nN

µ n¡ 1X

¾=0

! (s¡ t )¾

¶
=

1
nN

(
n t = s
P n¡ 1

¾=0 ! (s¡ t )¾ = 0 t 6= s
(7.7)

Hier mÄussenzwei FÄalle unterschieden werden: Ist t = s, so ist das Ergebnis der Summe
n, da der Summand eins ist. Sonst ist dieSummenull , da (s¡ t) eineganzeZahl ungleich
null ist und die Summe fÄur n 2

�

immer Äuber alle n-ten Einheitswurzeln lÄauft. Mit dem
Entart ungsgrad Nz = nN ¡ 1 (siehe Gl. (4.16)) erhÄalt man also die Eigenwerte:

­( c; m ; s) =

(
n

nN = 1
N z

¤ c
m = ! ¡ s

0 sonst
(7.8)

Jeder Dichteoperator kann in seine Eigenbasis entwickelt werden, alsoauch die Pakete

½̂Pak et (c; s) =
X

m

­( c; m ; s)j¤ c
m ih¤ c

m j: (7.9)

Setzt man den Eigenwert des Pakets ein, erhÄalt man genau De¯nit ion 9. Damit ist
gezeigt, dassDe¯nit ion 9 und Theorem 6 Äubereinstimmen. ¤

7.2 Eigenschaft en der Pakete

Die Pakete ½̂Paket (c; s) mÄussen echte ZustÄande sein, d.h. sie mÄussendie folgenden drei
wichti genEigenschaften erfÄullen:

1. Spur: Spurf ½̂Pak et (c; s)g = 1

Beweis:

Spurf ½̂Pak et (c; s)g =
1

nN

0

@Spurf 1̂g
| {z }

= nN

+
n¡ 1X

¾=1

! s¾Spurf Ĉ¾
c g

1

A : (7.10)

Zu untersuchen bleibt die Spur von Potenzen des Produktoperators c = f a; bg,
was mit Gl. (4.11b) mÄoglich ist:

Spurf Ĉ¾
c g = Spurf !

1
2 a ¢b¾(¾¡ 1)Ĉf ¾a ;¾bgg = 0: (7.11)

Die letzt e Gleichheit gilt , da alle Produktoperatoren spurlos sind. ¤
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2. Hermi tizit Äat: ½̂Pak et (c; s) =
¡
½̂Pak et (c; s)

¢y

Beweis: Im Folgenden werden die fÄur die Produktoperatoren in Kapit el 4 hergelei-
teten Relationen verwendet. Es ist zunÄachst nÄotig, den adjungierten Dichteopera-
tor desPakets zu berechnen:

¡
½̂Paket (f a; bg; s)

¢y
=

1
nN

Ã

1̂y +
n¡ 1X

¾=1

! ¡ s¾
¡
Ĉ¾

f a ;bg

¢y

!

=
(4.11b)

1
nN

Ã

1̂ +
n¡ 1X

¾=1

! ¡ s¾
¡
!

1
2 a ¢b¾(¾¡ 1) Ĉf ¾a ;¾bg

¢y

!

=
(4.7)

1
nN

Ã

1̂ +
n¡ 1X

¾=1

! ¡ s¾! ¡ 1
2 a ¢b¾(¾¡ 1)! ¾2a ¢b Ĉf¡ ¾a ;¡ ¾bg

!

=
1

nN

Ã

1̂ +
n¡ 1X

¾=1

! ¡ s¾!
1
2 a ¢b¾(¾+1) Ĉf¡ ¾a ;¡ ¾bg

!

: (7.12)

Dieseradjungierte Dichteoperator desPakets mussnun mit dem Paket selbst ver-
glichen werden:

½̂Pak et (f a; bg; s) =
1

nN

Ã

1̂ +
n¡ 1X

¾0=1

! s¾0
Ĉ¾0

f a ;bg

!

=
1

nN

Ã

1̂ +
n¡ 1X

¾0=1

! s¾0
!

1
2 a ¢b¾0(¾0¡ 1) Ĉf ¾0a ;¾0bg

!

: (7.13)

DiesebeidenDichteoperatoren kÄonnennur Äubereinstimmen, wennein Produktope-
rator desadjungiert en Pakets mit einem aus der Summe von Produktoperatoren
des ursprÄunglichen Pakets Äubereinstimmt und zusÄatzlich die Koe±zienten der bei-
den Operatorengleich sind. FÄur die Gleichheit der beidenProduktoperatorenmuss
gelten:

¡ ¾a = ¾0a ) (¾+ ¾0)a = 0; (7.14a)

¡ ¾b = ¾0b ) (¾+ ¾0)b = 0: (7.14b)

Da alle GrÄo¼enpositi v sind und alle Indizesa¹ und b¹ von 0: : : n ¡ 1 laufen, haben
dieseGleichungen nur zwei LÄosungen: entweder sind alle Indizesa¹ und b¹ null ,
was allerdings ausgeschlossen bleibt, da es nicht sinnvoll ist, ein Paket mit dem
Einsoperator zu bilden, oder es muss gelten (¾+ ¾0) = n. (Diese ÄUberlegungen
gelten nur fÄur FÄalle bei denen n 2

�

ist. Ist dies nicht der Fall, gibt eshier noch
andere LÄosungen.) Aus den Summen sind nun jeweils zwei gleiche Operatoren
gefunden. Damit beide Dichteoperatoren Äubereinstimmen, mÄussenhier auch die
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Koe±zienten Äubereinstimmen:

! ¡ s¾!
1
2 a ¢b ¾(¾+1) = ! s¾0

!
1
2 a ¢b¾0(¾0¡ 1)

! ¡ s(¾+ ¾0) !
1
2 a ¢b ¾(¾+1) ! ¡ 1

2 a ¢b ¾0(¾0¡ 1) = 1

! ¡ sn !
1
2 a ¢b (¾2+ ¾+ ¾02+ ¾0) = 1

! ¡ sn !
1
2 a ¢b (¾+ ¾0)( ¾¡ ¾0+1) = 1

! ¡ sn !
1
2 a ¢b n(¾¡ (n¡ ¾)+1) = 1

! ¡ sn !
1
2 a ¢b n(2¾¡ n+1) = 1

! ¡ sn ! a ¢bn¾! ¡ 1
2 a ¢b n(n¡ 1) = 1: (7.15)

Bei den ersten beiden Faktoren sieht man sofort, dassbeide auf Grund der De¯-
niti on von ! eins sind. Der dri tt e Faktor ist auch eins, da n 2

�

gilt und somit
n ¡ 1 fÄur n > 2 immer eine durch zwei teilbare Zahl ist. Damit sind auch die
Koe±zienten gleich. Nur die Pakete mit n = 2 machenhier Schwierigkeiten. Diese
kÄonnen jedoch umgangen werden, indem man fÄur solche Netzwerke statt der uni-
tÄarenOperatoren die Pauli -Operatorenverwendet, da diesesowohl hermitesch als
auch unit Äar sind. Hiermit ist der Hermit izitÄatsbeweis erbracht. ¤

3. Positiv it Äat : ½̂Pak et (c; s) ¸ 0
Die Eigenwerte der Pakete (Gl. (7.8)) sind alle positiv oder null , woraus direkt
folgt, dassdie Pakete positiv de¯nit sind.

7.3 SeparabilitÄat der Pakete

Durch einen Indukti onsbeweis soll noch gezeigt werden, dassdie Pakete tatsÄachlich se-
parabel sind. Die zugrundeliegende Ideestammt von A. Pitte nge r aus [6].

Beweis:

I ndukti onsannahm e:

Ein Paket fÄur N Knoten mit der lokalen Hilbertraumdimension n

½̂(N )
Pak et (c; s) =

1
nN

n¡ 1X

¾=0

! s¾Ĉ¾
c (7.16)

ist separabel.

I ndukti onsanf ang:

Sei N = 1: das Paket hat dann die Form:

½̂(1)
Pak et (c; s) =

1
n

n¡ 1X

¾=0

! s¾Û¾
c : (7.17)
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DieserZustand ist per De¯nit ion separabel, da esein Einteilchenzustand ist.

I ndukti onsschri tt:

Der Zustand

½̂:=
1
n

n¡ 1X

a=0

½̂(N )
Paket (c; a) ­ ½̂(1)

Pak et (c; ¡ a + t) (7.18)

ist separabel, da nach Indukti onsannahmeder erste Zustand und nach Indukti onsanfang
der zweite separabel ist, und der Zustand soerzeugt wird wie in De¯nit ion 8 angegeben.
Im Folgenden wird gezeigt, dassgilt :

½̂ != ½̂(N +1)
Paket (f c; cg; t) : (7.19)

ZunÄachst werden dazu in die De¯nit ion von ½̂die Pakete eingesetzt:

½̂=
1
n

n¡ 1X

a=0

1
nN

n¡ 1X

¾=0

! a¾ Ĉ¾
c ­

1
n

n¡ 1X

¾0=0

! (¡ a+ t)¾ Û¾
c

=
1

nN +2

n¡ 1X

¾=0

n¡ 1X

¾0=0

Ĉ¾
c ­ Û¾0

c ! t¾0
n¡ 1X

a=0

! a(¾¡ ¾0) : (7.20)

Von Interesseist die letzte Summe Äuber a, da man sie mit Hil fe der De¯nit ion fÄur !
berechnen kann:

n¡ 1X

a=0

! a(¾¡ ¾0) =

(
n ¾= ¾0

0 sonst
= n ±¾;¾0 ; (7.21)

damit gilt fÄur ½̂

½̂=
1

nN +1

n¡ 1X

¾=0

! t¾ Ĉ¾
c ­ Û¾

c

= ½̂(N +1)
Paket (f c; cg; t) : (7.22)

Somit ist der Schlussvon N ! N + 1 vollendet und der Indukt ionsbeweis erbracht. ¤
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In diesem Abschnit t soll demonstriert werden, wie mit Hil fe der Pakete ein verallgemei-
nerter We rne r -Zustand durch Mischung erzeugt werden kann. Dabei soll ein Zustand
mit mÄoglichst gro¼em², d.h. mÄoglichst nahe an der Separabili tÄatsgrenze,gemischt wer-
den. FÄur den Spezialfall einesverallgemeinerten We rn er -Zustands mit lokaler Hilbert-
raumdimension n 2

�

kann man sogardas mit Hil fe desPeres -Kr it eriums berechnete
²Peres erreichen (siehe Kapit el 6.3). Da das Mischungsverfahren per Konstrukti on ein
hinreichendes SeparabilitÄatskriter ium darstellt , und es mÄoglich ist, einen Zustand mit
²Peres zu mischen, folgt hier, dassdasPeres -Kr it erium fÄur We rne r -ZustÄande die Sepa-
rabil it Äatsgrenze markiert.

ZunÄachst wird nun eine Mischung von ausgewÄahlten Paketen erzeugt, die dann mit
dem verallgemeinerten We rn er -Zustand verglichen wird.

8.1 Erzeugung verallgemeinerter WERNER-Zustands

8.1.1 Auswahl der Pakete

Die Pakete, die zur Mischung benÄotigt werden, kÄonnen mit tels desKorrelationstensors
aufgefunden werden. Jeder Eintr ag im Korrelationstensor entspricht einemProduktope-
rator mit den Indizes c =̂ f a; bg. Man mu¼zu jedem von null verschiedenen Element
desKorrelationstensors ein Paket zur VerfÄugung stellen.

Der Korrelationstensor des W ern er -Zustands entspricht dem des Katzenzustands
bis auf die Skalierung der EintrÄage(siehe Kapit el 5.2). Das Korrelationstensorelement
ist dabei nur von null verschieden, wenn fÄur die Indizesgilt:

a = f a; : : : ; ag;
NX

¹ =1

b¹ = 0: (8.1)

Also werden hier alle Pakete ausgewÄahlt , deren Indexvektoren c =̂ f a; bg dieseForde-
rungenerfÄullen. Da alle von null verschiedenen Korrelationstensorelemente desKatzen-
zustands eins sind, kommt man au¼erdem mit Paketen zu s = 0 aus.

8.1.2 Anzahl der Pakete

DieAnzahl der im letztenAbschnit t ausgewÄahlt enPaketelÄasstsich durch die Summation
aller Korrelationstensorelementeder Katze(ohnedas tr ivialeElement f 0; 0g) berechnen.

45
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Dies ist nur mÄoglich, weil alle Elemente des Korrelationstensors des Katzenzustands
entweder null oder eins sind, und man zu jedem Element genau ein Paket ausgewÄahlt
hat. Man kann auch Äuber dastr iviale Element mitsummieren, mussdann allerdingsvom
Ergebnis wieder 1 abziehen:

Np =
X

c
c6= 0

uc

=
n¡ 1X

a=0

X

b

1 ±(P N
¹ =1 b¹ = 0) ¡ 1: (8.2)

Die Summati on Äuber a kann direkt ausgefÄuhrt werden, und die ±-Funkt ion kann umge-
kehrt wie in Kapit el 5.2 wieder als Summe dargestellt werden; man erhÄalt damit :

Np = n
X

b

1
n

n¡ 1X

j =0

! j (b1+ ¢¢¢+ bN ) ¡ 1

=
n¡ 1X

j =0

n¡ 1X

b1=0

! j b1

n¡ 1X

b2=0

! j b2 ¢¢¢
n¡ 1X

bN =0

! j bN ¡ 1: (8.3)

Jede dieserSummen stellt fÄur j > 0 eine geometrische Reihe dar. Summiert man diese
fÄur j > 0, erhÄalt man:

Np =
X

b

! 0 +
n¡ 1X

j =1

! nj ¡ 1
! j ¡ 1

¢¢¢
! nj ¡ 1
! j ¡ 1

¡ 1 : (8.4)

Da ! nj = 1 und ! j 6= 1 ist, ist jeder Term der zweiten Summe null . Die Summe Äuber b
ergibt nN , da der Summand eins ist. Damit ist die Anzahl der Pakete

Np = nN ¡ 1: (8.5)

8.1.3 M ischung der Pakete

Nun sollen alle in Kapitel 8.1.1 beschriebenen Pakete gemischt werden. Dabei sollen die
beidenBedingungen(Gl. (8.1)) berÄucksichti gt werden, indem fÄur die verwendetenPakete
a = f a; : : : ; ag angenommen wird, und die Summation Äuber b durch ±(P N

¹ =1 b¹ = 0)
eingeschrÄankt wird. Au¼erdemsoll in denfolgenden Summender Terma = 0; b = 0 nicht
mit genommen werden. Die Mischung erfolgt mit gleicher Gewichtung, zur Normierung
wird durch die Anzahl der gemischten Pakete Np geteilt.

½̂Misc h =
1

Np

n¡ 1X

a=0

X

b

½̂Pak et (f a,bg; 0) ±(P N
¹ =1 b¹ = 0)

=
1

Np

n¡ 1X

a=0

X

b

1
nN

n¡ 1X

¾=0

Ĉ¾
f a ;bg ±(P N

¹ =1 b¹ = 0)

=
(4.11b)

1
Np

1
nN

n¡ 1X

a=0

X

b

n¡ 1X

¾=0

!
1
2 a ¢b ¾(¾¡ 1) Ĉf ¾a ;¾bg ±(P N

¹ =1 b¹ = 0) (8.6)
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Betrachtet man den Exponenten von ! , so erkennt man, dassdas Skalarprodukt hier
auf Grund der ±-Funkt ion immer ein Vielfachesvon n ist:

a ¢b =
NX

¹ =1

a¹ b¹ = a
NX

¹ =1

b¹ » n: (8.7)

Da aber ¾(¾¡ 1) entweder null oder eine gerade Zahl ist, ist der Exponent von ! in Gl.
(8.6) immer null oder ein ganzzahligesVielfachesvon n. Der Faktor ist also insgesamt
gleich eins und man kann umformen:

½̂Misc h =
1

Np

1
nN

n¡ 1X

a=0

X

b

n¡ 1X

¾=0

Ĉf ¾a ;¾bg ±(P N
¹ =1 b¹ = 0): (8.8)

Als nÄachstesmussdie Summation Äuber ¾ausgewertet werden.

½̂Misc h =
1

Np

1
nN

n¡ 1X

a=0

X

b

µ
Ĉf 0;0g + Ĉf a ;bg + Ĉf 2a ;2bg + ¢¢¢

¢¢¢+ Ĉf (n¡ 1)a ;(n¡ 1)bg

¶
±(P N

¹ =1 b¹ = 0) (8.9)

Die Summen Äuber den Operator Ĉf 0;0g = 1̂(nN ) lassen sich sofort auswerten: Man erhÄalt
die Anzahl der Pakete Np multi pliziert mit dem Einsoperator. Der zweite Term Ĉf a ;bg

mit den Summen und der ±-Funkt ion stellt die Entwicklung desverallgemeinerten Kat -
zenzustands nach Produktoperatoren dar. Es geht jetzt darum, alle weiterenTerme zu
vereinfachen. Betrachtet man dasIndexpaar f ´ a; ´ bg, sostellt man fest, dassauch die-
sesPaar die Bedingung Gl. (8.1) erfÄull t. Daraus folgt, dassein Produktoperator, dessen
Indexvektoren mit einer ganzen Zahl mult ipliziert werden, wieder zur Menge der Ope-
ratoren gehÄort, die in der Produktoperatorentwicklung desKatzenzustands auftauchen.
Hier wird au¼erdem Äuber alle dieseOperatoren summiert und solangen 2

�

ist, Äandert
sich durch Mult iplikation der Indexvektoren mit einer ganzen Zahl nur die Reihenfolge
desAuftr etens der Operatoren. Das bedeutet, dassalle weiteren Terme in der Summe
auch die Produktoperatorentwicklung des verallgemeinerten Katzenzustands darstellen.
Da esinsgesamt n ¡ 1 solche Terme gibt, erhÄalt man folgendesErgebnis:

½̂Misc h =
1

nN

Ã

1̂ +
n ¡ 1

Np

n¡ 1X

a=0

X

b

Ĉf a ;bg ±(P N
¹ =1 b¹ = 0)

!

: (8.10)

8.1.4 Berechnung von ²

Der gewÄunschte Zustand ist jetzt gemischt. ZusÄatzlich ist die Produktoperatorentwick-
lung des verallgemeinerten We rne r -Zustands (siehe Kapit el 5.3 Gl. (5.11)) bekannt:

½̂Werner =
1

nN

µ
1̂ + ²

X

c

uc(½̂Katz e)Ĉc

¶
: (8.11)
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Vergleicht man nun diesebeiden ZustÄande ½̂Misc h mit ½̂Werner bezÄuglich ihrer Produkt-
operatorentwicklung, so ist es mÄoglich, den Mischungskoe±zient ² zu berechnen. Man
erhÄalt :

² =
n ¡ 1

Np
=

n ¡ 1
nN ¡ 1

: (8.12)

8.2 Zustandsmischung an der SeparabilitÄatsgrenze

Betrachtet man denobenbeschriebenenMischungsvorgang, sofÄallt auf, dassjedesPaket
schon n ¡ 1 richti ge Korrelationen erzeugt. Trotzdem wird bisher diesebesondere Ei-
genschaft der Pakete nicht ausgenÄutzt . In dem bisher vorgestellten Mischungsverfahren
werdenPaketezu jedem Korrelationstensorelement mit genommen. Mischt man statt des-
sennur eine spezielle, geschickte Auswahl an Paketen, kann man eine E±z ienzsteigerung
erreichen. Als geschickt erweist es sich hier, nur Pakete zu a = 1 mitzunehmen. Dem
erzeugten Zustand fehlen noch Korrelationen, die aber durch eine weitere spezielle Mi-
schung erzeugt und beigemischt werden kÄonnen.

8.2.1 Pakete mit a = 1

ZunÄachst allerdings werden alle Pakete mit a = 1 gemischt, d.h. a = f 1; : : : ; 1g. Dabei
soll Np(a=1) die Zahl der ausgewÄahlten Pakete zu a = 1 sein:

½̂a=1 =
1

Np(a=1)

X

b

½̂Paket (f a,bg; 0) ±(P N
¹ =1 b¹ = 0)

=
1

Np(a=1)

1
nN

X

b

n¡ 1X

¾=0

Ĉ¾
f a ;bg ±(P N

¹ =1 b¹ = 0): (8.13)

Wie in Kapit el 8.1.3 kann hier die Produktoperatorpotenz umgeschrieben und die Dich-
tematr ix damit vereinfacht werden:

½̂a=1 =
1

Np(a=1)

1
nN

X

b

n¡ 1X

¾=0

Ĉf ¾a ;¾bg ±(P N
¹ =1 b¹ = 0)

=
1

Np(a=1)

1
nN

X

b

µ
Ĉf 0;0g + Ĉf a ;bg + Ĉf 2a ;2bg + ¢¢¢

¶
±(P N

¹ =1 b¹ = 0): (8.14)

In jedem Produktoperator (bis auf den ersten) wird der Indexvektor b mit einer ganzen
Zahl mult ipliziert. Wie schon im vorigen Kapit el gezeigt, fÄuhrt dieseMult iplikation zu
der gleichen Mengean Indexvektoren, und da Äuber alle derart igen Indexvektoren b sum-
miert wird, kann man dieMult iplikation von b mit einer ganzenZahl ohneBeschrÄankung
der All gemeinheit auch weglassen.

½̂a=1 =
1

Np(a=1)

1
nN

X

b

(Ĉf 0;0g + Ĉf a ;bg + Ĉf 2a ;bg + ¢¢¢) ±(P N
¹ =1 b¹ = 0) (8.15)
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Jetzt kann wieder eine Summation Äuber a = 1: : : n ¡ 1 eingefÄuhrt werden. Die Summa-
ti on Äuber den Operator Ĉf 0;0g kann ausgefÄuhrt werden.

½̂a=1 =
1

Np(a=1)

1
nN

Ã

Np(a=1) 1̂ +
n¡ 1X

a=1

X

b

Ĉf a ;bg ±(P N
¹ =1 b¹ = 0)

!

(8.16)

DieserZustand hat schon viel ÄAhnlichkeit mit dem gesuchten verallgemeinerten We r-
ner -Zustand. Zu diesemfehlen nur noch sÄamtl iche Produktoperatoren, die zu a = 0
gehÄoren. Im folgenden Kapit el musseine spezielle Mischung gefunden werden, die diese
Eigenschaften enthÄalt. Dann kann durch eine erneute Mischung der W ern er -Zustand
erzeugt werden.

Zuvor bleibt noch die Bestimmung der Anzahl der PaketeNp(a=1) . Zu jedem a gibt es
gleich vielevon null verschiedene Korrelationstensorelemente. Insgesamt gibt esNp + 1
(Np ist die Anzahl der Korrelationstensorelemente ohnedasf 0; 0g-Element) . DieAnzahl
der Elemente zu a = 1 entspricht dem n-ten Teil aller Elemente, woraus folgt:

Np(a=1) =
nN

n
= nN ¡ 1 : (8.17)

8.2.2 Spezielle M ischung

Man benÄotigt jetzt noch einen Zustand, der die fehlenden Korrelationen zu a = 0
einbringt. Als gÄunstig erweist sich hier der Zustand:

½̂spez =
1
n

n¡ 1X

i =0

ji; : : : ; i ihi; : : : ; i j; (8.18)

der alle Eigenschaften einesechten quantenmechanischen Zustands besitzt . Die Matrix
hat in der Produktbasis schon Diagonalgestalt, ist also hermit esch. Man sieht sofort,
dass alle Eigenwerte null oder 1

n sind, und dass die Normierung stimmt. Au¼erdem
stellt dieseDichtematrix eine Mischung aus Dichtematrizenvon ProduktzustÄanden dar,
reprÄasenti ert also einen separablen Zustand. Nun muss der Korrelationstensor dieses
Zustands berechnet werden.

uc(½̂spez) =
1
n

X

k

n¡ 1X

i =0

hk j Ĉy
c ji; : : : ; i ihi; : : : ; i jk i

=
(4.7)

1
n

X

k

n¡ 1X

i =0

! a b ! ¡ i (b1+ ¢¢¢+ bN ) ±k1 ;i ¡ a1 ¢¢¢±kN ;i ¡ aN ¢±i;k 1 ¢¢¢±i;k N

=
1
n

n¡ 1X

i =0

! a b ! ¡ i (b1+ ¢¢¢+ bN ) ±i;i ¡ a1 ¢¢¢±i;i ¡ aN (8.19)

Aus den ±-Funkti onen folgt, dassalle a¹ null sein mÄussen, damit dasKorrelationstenso-
relement Äuberhaupt von null verschieden sein kann. Aus der Summe Äuber i folgt analog



50 8 Mischungsverfahren mit Paketen

zu Kapit el 5.2 die ±-Funkt ion n ±(P N
¹ =1 b¹ = 0). Damit hat dieserZustand die Produkt-

operatorentwicklung:

½̂spez =
1

nN

Ã

1̂ +
X

b

Ĉf 0;bg ±(P N
¹ =1 b¹ = 0)

!

: (8.20)

DieserZustand ½̂spez enthÄalt genau die in der Mischung ½̂a=1 noch fehlenden Korrelatio-
nen.

8.2.3 Zustandsmischung

Nun mussdie Mischung der in den letzten beidenKapit eln entwickeltenZustÄande durch-
gefÄuhrt werden. Dazu mussallerdings eine Gewichtung der ZustÄande erfolgen, um den
Korrelationen gleiche Werte zu geben.

½̂Misc h =
1

Np(a=1) + 1

¡
Np(a=1) ½̂a=1 + ½̂spez

¢

=
1

Np(a=1) + 1
1

nN

"

Np(a=1)
1

Np(a=1)

Ã

Np(a=1) 1̂ +
n¡ 1X

a=1

X

b

Ĉf a ;bg±(P N
¹ =1 b¹ = 0)

!

+

Ã

1̂ +
X

b

Ĉf 0;bg ±(P N
¹ =1 b¹ = 0)

!#

=
1

nN

"

1̂ +
1

Np(a=1) + 1

n¡ 1X

a=0

X

b

Ĉf a ;bg ±(P N
¹ =1 b¹ = 0)

#

(8.21)

Der hier gemischte Zustand entspricht dem verallgemeinerten We rne r -Zustand in Pro-
duktoperatorentwicklung. Wie zuvor gezeigt, kann man wieder ² extrahieren zu:

²opt =
1

Np(a=1) + 1
=

1
nN ¡ 1 + 1

: (8.22)

Der hier mit Hil fe separabler Pakete gemischte verallgemeinerte We rne r -Zustand
ist in jedem Fall separabel. Deshalb kann das Mischungsverfahren als hinreichendesSe-
parabilit Äatskriteri um angesehenwerden. Dasdurch die Mischung erreichte ² opt entspricht
dem aus dem Peres -Kr it erium berechneten ²Peres . Somit ist fÄur die W ern er -ZustÄande
ein notwendiges(Peres -Kr it erium) und ein hinreichendes(Mi schungsverfahren) Separa-
bil it Äatskrit erium berechnet und damit die Separabil it Äatsgrenze fÄur dieseZustandsklasse
bekannt. FÄur das hier vorgestellte Mischungsverfahren kÄonnen zwei Aussagengetro®en
werden:

1. Das Mischungsverfahren arbeit et opti mal, da esZustÄande direkt an der Separabi-
li tÄatsgrenze erzeugt.

2. Das Mischungsverfahren ist ein scharfesSeparabili tÄatskri terium fÄur We rne r -Zu-
stÄande.
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Das Per es-Kr it erium ist fÄur diese spezielle Klassean ZustÄanden notwendig und hinrei-
chend zugleich, also vollkommen scharf. Nochmal sei hier darauf hingewiesen, dassalle
dieseAussagen nur fÄur n 2

�

gelten.
Die bisher vorgestellt en Mischungsverfahren kÄonnen auch ohne die EinfÄuhrung von

Paketen auf Basis der EigenzustÄande von Produktoperatoren durchgefÄuhrt werden. Die
Theorie ist dann auf Grund der Vielzahl an komplexen ZustÄanden, die berechnet und
gemischt werden mÄussen, sehr viel komplizierter.

Ein Beispiel fÄur eine Mischung von der in diesemKapit el beschriebenen Ar t ist in
Anhang C.1 gezeigt.

8.3 Grenzen des Verfahrens

All e bisher betrachteten Mischungsverfahren sind beschrÄankt auf Netzwerke, derenSub-
systemen 2

�

Niveaus aufweisen. Diese EinschrÄankung hÄangt schon mit der Paketde¯-
nit ion (siehe Theorem6) zusammen. Deshalb sollen an dieser Stelle nochmals die Pakete
fÄur n =2

�

betrachtet werden. Damit gibt esfÄur n eine Zerlegung nach De¯nit ion 4:

n =
»Y

k=1

p®k
k (8.23)

mit den » Primfaktoren pk von n und ihrer Vielfachheit ®k . Die Pakete nach De¯nit ion
6 haben die Form:

½̂Pak et (c; s) =
1

nN

Ã

1̂ +
n¡ 1X

¾=1

! s¾Ĉ¾
c

!

=
1

nN

Ã

1̂ +
n¡ 1X

¾=1

! s¾!
1
2 a ¢b ¾(¾¡ 1)Ĉf ¾a ;¾bg

!

: (8.24)

Pakete, deren Indexvektoren c = f a; bg bei Mult iplikation mit einer ganzen Zahl ¾=
1; : : : ; n ¡ 1 und Anwendung der Modulo-Funkti on beide in den Nullvektor Äubergehen:

¾a = 0; ¾b = 0; (8.25)

sind nicht mehr normiert. Die Summe Äuber ¾durchlÄauft Äofters die gleiche Sequenz von
Operatoren, weshalb der Einsoperator zu hÄau¯ g vorkommt. DiesesProblemtri tt nur auf
bei Paketen, deren Index-Tupel f aº ; bº g sÄamtl ich eine der folgenden Relationen erfÄullen:

aº = p¿
k ; bº = p¿

k oder (8.26a)

aº = 0; bº = p¿
k oder (8.26b)

aº = p¿
k ; bº = 0 oder (8.26c)

aº = 0; bº = 0 (8.26d)
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mit ¿ = 1; : : : ; ®k (vgl. Gl. (8.23)). Wir d ein solches Paket, dessenIndexvektoren die
ForderungenerfÄullen betr achtet, so wird

¾=
n
p¿

k

(8.27)

Gl. (8.25) erfÄullen. Also muss die Summe in der Produktoperatorentwicklung dieses
Pakets schon bei ¾= n

p¿
k

¡ 1 abgebrochen werden. Das Paket hat dann die Produktope-
ratorentwicklung:

½̂Pak et (c; s) =
1

nN

0

B
@1̂ +

n
p¿

k
¡ 1

X

¾=1

! s¾Ĉ¾
c

1

C
A : (8.28)

Damit existi ert eine Produktoperatorentwicklung fÄur alle Pakete. Eine einheitliche Dar-
stellung ist hier allerdings nicht mehr mÄoglich.

ZunÄachst kann jetzt dasopti maleMischungsverfahren durchgefÄuhrt werden. Essollen
alle Pakete mit a = 1 analog zu Kapit el 8.2.1 gemischt werden. Die dabei verwendeten
Pakete sind nicht von dem oben beschriebenen Typ, da fÄur a = f 1; : : : ; 1g keine der
geforderten BedingungenGl. (8.26a)-(8.26d) gelten.

Mischt man alle fÄur den W ern er -Zustand nÄotigenPakete, erhÄalt man zunÄachst:

½̂a=1 =
1

Np(a=1)

1
nN

X

b

n¡ 1X

¾=0

Ĉf ¾a ;¾bg ±(P N
¹ =1 b¹ = 0): (8.29)

Die hier auftr etende Summe von Produktoperatoren Äuber ¾birgt das gleiche Problem
wie die oben beschriebenen Pakete. Es gibt Terme, fÄur die Gl. (8.25) erfÄull t ist. Dashat
zur Folge, dassmanche benÄotigten Produktoperatoren in der Summe noch Äuberhaupt
nicht enthalten sind, dafÄur andere Äuberdurchschnit tl ich oft auftr eten. Mi t Hil fe spezi-
eller Pakete ist esmÄoglich, die fehlenden Korrelationen einzubringenund ÄuberschÄussige
zu beseiti gen. Auf diesen Korrekturalgori thmus wird hier aus zwei GrÄunden nicht nÄa-
her eingegangen: Erstens ist der Korrekturalgorit hmus im All gemeinensehr kompliziert .
Zweitens wird das erzielte ² durch Korrekturpakete unweigerlich schlechter. Es ist also
nicht mÄoglich, mit diesemVerfahren einen We rne r -Zustand direkt an der Separabi-
li tÄatsgrenze zu mischen. Der im nÄachsten Kapit el vorgestellt e Algorit hmus ist fÄahig,
sÄamtliche

"
blassen\ ZustÄande mit subopt imalem ² zu mischen, also auch alle We rne r -

ZustÄande, sodasssich die Entwicklung einesKorrekturalgori thmus nicht lohnt. Dennoch
ist in Anhang C.2 gezeigt, wie eine Mischung mit Korrekturpaketen aussehen kÄonnte.
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In den letzten beiden Kapit eln wurden Pakete mit besonderenEigenschaften eingefÄuhrt,
mit derenHil fe esmÄoglich ist, verallgemeinerte We rne r -ZustÄande zu mischen. Mit ei-
nigen speziellen Tricks ist essogarmÄoglich, ZustÄande direkt an der Separabil it Äatsgrenze
herzustellen. Es tr etenallerdingsSchwierigkeiten auf beim Versuch, We rne r -Zust Äande
einesNetzwerks mit lokaler Hilbertraumdimension n =2

�

zu mischen. Wegender auf-
tr etenden zusÄatzlichen Entartung im Spektrum der Produktoperatoren gibt es immer
Korrelationen, die Äuberdurchschnit tl ich oft in den Paketen auftr eten, waszu einem Un-
gleichgewicht der Eintr Äageim Korrelationstensor fÄuhrt.

In diesemKapit el sollen nun die Pakete auf eine minimale Anzahl an Korrelationen
reduziert werden. Ziel dabei ist, die Pakete universeller einsetzbar zu machen. Es soll
jeder

"
blasse\ Zustand jedesbeliebigen Systems erzeugt werden kÄonnen. All erdingsgeht

durch die Verallgemeinerung die Opti mali tÄat verloren.
ZunÄachst sollen jetzt die reduzierten Pakete, im weiteren Verlauf als Module bezeich-

net, de¯niert werden. Danach soll in einemzweiten Schrit t gezeigt werden, wie dieseaus
den Paketen hergestellt werden kÄonnen.

9.1 De¯ni tion der Mo dule

Die Pakete in der bisher verwendeten Form haben in ihrer Produktoperatorentwicklung
immer n ¡ 1 von null verschiedene Eintr Äage im Korrelationstensor (siehe Theorem 6).
Dies ist fÄur die Mischung komplizierterer ZustÄande von Nachteil, da sich die Pakete
durch ungeschickte ÄUberlagerung ihrer Korrelationstensorelemente gegenseitig stÄoren.
Man sollt e alsodie von null verschiedenen Korrelationstensorelemente auf eine minimale
Anzahl beschrÄanken. Solche ZustÄande mit einer minimalen Anzahl an von null verschie-
denen Korrelationstensorelementen sollen im Folgenden als Module bezeichnet werden.
Auch die Module sollen quantenmechanische ZustÄande sein, also die drei Forderungen
fÄur Dichtematrizen(Kapitel 2.1.3) erfÄullen. Aus der Hermiti zitÄat folgt unmit telbar, dass
mindestens zwei Korrelationstensorelemente von null verschieden sein mÄussenund zwar
das zum Produktoperator Ĉc und das zum adjungierten Operator Ĉy

c . FÄur den Fall
n = 3 erfÄullen die Pakete diese Minimalforderung. Nur fÄur den Fall n = 2 kommt man
mit nur einemeinzigenProduktoperator aus, da die hier verwendetenPauli -Operatoren
gleichzeitig unit Äar und hermit esch sind. Interessant sind deshalb hier zunÄachst alle FÄalle
n ¸ 3.

53
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Die Module kÄonnen durch ihre Produktoperatorentwicklung de¯niert werden.

De¯nit ion 10: Module

In einemNetzwerk, bestehend aus N Subsystemenmit jeweils n Niveaus,
sei ein Modul zum Produktoperator Ĉc und einer beliebigen Phase Á
de¯niert durch:

½̂Mo du l (c; Á) =
1

nN

Ã

1̂ + ¥
µ

eiÁ Ĉc + e¡ iÁ Ĉy
c

¶ !

mit einer reellen Konstante ¥.

DiesespeziellenDichteoperatorenerfÄullen o®ensichtl ich die Minimalanforderung von nur
zwei von null verschiedenen Elementen im Korrelationstensor.

9.2 Eigenschaften der Mo dule

1. Spur: Spurf ½̂Mo du l (c; Á)g = 1

Beweis: Durch Einsetzender De¯nit ion der Module folgt:

Spurf ½̂Mo dul (c; Á)g =
1

nN

Ã

Spurf 1̂g + ¥
µ

eiÁ Spurf Ĉcg + e¡ iÁ Spurf Ĉy
cg

¶ !

:

Aus der Spurlosigkeit der Produktoperatoren folgt, dassdie Spur desModuls eins
ist. ¤

2. Hermi tizit Äat: ½̂Mo du l (c; Á) != ½̂Mo dul (c; Á)y

Beweis: Man berechnet den adjungierten Dichteoperator:

½̂Mo du l (c; Á)y =

"
1

nN

Ã

1̂ + ¥
µ

eiÁ Ĉc + e¡ iÁ Ĉy
c

¶ !# y

=
1

nN

Ã

1̂ + ¥¤

µ
e¡ iÁ Ĉy

c + eiÁ Ĉyy
c

¶ !

: (9.1)

Da ¥ reell ist, entspricht dies dem Dichteoperator ½̂Mo dul (c; Á). Damit ist die Her-
miti zitÄat gezeigt. ¤

3. Positiv it Äat: ½̂Mo du l (c; Á) ¸ 0, wenn ¥ · 1
2

Beweis: Man kann denadjungierten Produktoperator in der De¯niti on der Module
durch eine Potenz desProduktoperators:

Ĉn¡ 1
c =

(4.11b)
!

1
2 ab n(n¡ 1) Ĉ¡ 1

c = !
1
2 ab n(n¡ 1) Ĉy

c (9.2)
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ersetzen. Der Kommutator zwischen Ĉc und Ĉy
c hat damit die folgende Form:

[Ĉc; Ĉy
c ] = [Ĉc; ! ¡ 1

2 ab n(n¡ 1) Ĉn¡ 1
c ] = ! ¡ 1

2 a b n(n¡ 1)[Ĉc; Ĉn¡ 1
c ] = 0: (9.3)

Hieraus folgt: Da Ĉc und Ĉy
c vertauschen, haben sie ein simultanes System von

EigenzustÄanden, sind alsosimult an diagonalisierbar, au¼erdemhat Ĉy
c die gleichen

Eigenwerte wie Ĉc, allerdings komplex konjugiert (folgt aus [26] S.330 Satz 6.6).
Die Eigenwertgleichung fÄur den Produktoperator hat die Form:

Ĉc j¤ c
m i = ¤ c

m j¤ c
m i ; (9.4)

d.h. esexistiert ein Operator Q̂, der den Produktoperator diagonalisiert

Q̂¡ 1ĈcQ̂ = D̂c; (9.5)

siehe dazu auch Gl. (7.1)®. Auch der adjungierte Operator Ĉy
c lÄasst sich mit Hil fe

von Q diagonalisieren. Betrachtet man das Modul, so folgt:

Q̂¡ 1½̂Mo du l (c; Á)Q̂ =
1

nN

Ã

1̂ + ¥
µ

eiÁ Q̂¡ 1Ĉc Q̂ + e¡ iÁ Q̂¡ 1Ĉy
c Q̂

¶ !

=
1

nN

Ã

1̂ + ¥
µ

eiÁD̂c + e¡ iÁD̂ y
c

¶ !

: (9.6)

Die Eigenwerte der Produktoperatoren sind komplexe Zahlen vom Betrag eins
(siehe Gl. (4.15a)), d.h. man kann hier alle auftr etenden Phasenin einer Phase
#(m ; c; Á) zusammenfassenund erhÄalt fÄur die Eigenwerte desModuls:

­( m ; c; Á) =
1

nN

µ
1 + ¥

¡
ei#(m ;c;Á) + e¡ i#(m ;c;Á)

¢
¶

=
1

nN

µ
1 + 2 ¥ cosf #(m ; c; Á)g

¶
: (9.7)

Diese Eigenwerte sind unabhÄangig von der Phase#(m ; c; Á) immer grÄo¼eroder
gleich null , wenn ¥ · 1

2 . NatÄurlich kann esbei gÄunstigen Phasenauch grÄo¼ere ¥
geben, diesegelten dann aber nicht fÄur alle Module dieserSystemgrÄo¼e. ¤

9.3 SeparabilitÄat der Mo dule

Der Separabil it Äatsbeweis folgt, wie schon bei den Paketen, der Ideevon A . Pitten ger
(siehe Kapit el 7.3).

Beweis:

I ndukti onsannahm e:
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Ein Modul fÄur ein System mit N Knoten und einer lokalen Hilbertraumdimension n:

½̂(N )
Mo dul (c; Á+

2¼
n

s) =
1

nN

Ã

1̂ +
1
2

µ
eiÁ! s Ĉc + e¡ iÁ! ¡ sĈy

c

¶ !

(9.8)

ist separabel.

I ndukti onsanf ang:

ZunÄachst sei N = 1; dann hat das Modul die Form:

½̂(1)
Mo dul (c; Á+

2¼
n

s) =
1
n

Ã

1̂(1) +
1
2

µ
eiÁ! s Ûc + e¡ iÁ! ¡ s Ûy

c

¶ !

: (9.9)

DieserZustand ist per De¯nit ion separabel, da esein Einsubsystemzustand ist.

I ndukti onsschri tt:

Der Zustand

½̂:=
1
n

n¡ 1X

k=0

½̂(N )
Mo du l (c; Á+

2¼
n

k) ­ ½̂(1)
Mo du l (c; Á+

2¼
n

(¡ k + t)) (9.10)

ist per De¯nit ion ein separabler Zustand, da nach Indukt ionsvoraussetzung der erste
Zustand und nach Indukt ionsanfang der zweite Zustand separabel ist und der Zustand
insgesamt gebildet wird wie in De¯nit ion 8 angegeben. Im Folgendensoll gezeigt werden,
dassgilt :

½̂ != ½̂(N +1)
Mo du l (f c,cg; 2Á;t): (9.11)

ZunÄachst werden dazu in die De¯nit ionen von ½̂die Module eingesetzt:

½̂=
1
n

n¡ 1X

k=0

1
nN

Ã

1̂(N ) +
1
2

µ
eiÁ! k Ĉc + e¡ iÁ! ¡ k Ĉy

c

¶ !

­

­
1
n

Ã

1̂(1) +
1
2

µ
eiÁ! ¡ k+ t Ûc + e¡ iÁ! k¡ t Ûy

c

¶ !

=
1

nN +2

n¡ 1X

k=0

Ã

1̂(N +1) +
1
2

eiÁ! ¡ k+ t 1̂(N ) ­ Ûc +
1
2

e¡ iÁ! k¡ t 1̂(N ) ­ Ûy
c

+
1
2

eiÁ! kĈc ­ 1̂(1) +
1
2

e¡ iÁ! ¡ kĈy
c ­ 1̂(1)

+
1
4

! 2k¡ t Ĉc ­ Ûy
c +

1
4

! ¡ 2k+ t Ĉy
c ­ Ûc

+
1
4

ei2Á! t Ĉc ­ Ûc +
1
4

e¡ i2Á! ¡ t Ĉy
c ­ Ûy

c

!

: (9.12)
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Jeder Term dieserGleichung enthÄalt bis auf die letzten beiden eine Summe Äuber ! k oder
! 2k . Wie schon des ÄOfteren gezeigt, sind alle dieseSummen null. ÄUbrig bleiben nur die
letzten beiden Terme:

½̂=
1

nN +2

n¡ 1X

k=0

Ã

1̂(N +1) +
1
4

ei2Á! t Ĉc ­ Ûc +
1
4

e¡ i2Á! ¡ t Ĉy
c ­ Ûy

c

!

: (9.13)

Man kann direkt summieren, da der Summand nicht mehr von k abhÄangt und erhÄalt
einen Faktor n und schlie¼lich das Modul:

½̂=
1

nN +1

Ã

1̂(N +1) 1
4

ei2Á! t Ĉc ­ Ûc +
1
4

e¡ i2Á! ¡ t Ĉy
c ­ Ûy

c

!

= ½̂(N +1)
Mo du l (f c,cg; 2Á;t): (9.14)

Zu beachten ist noch, dass sich der Vorfaktor ¥ geÄandert hat. Er ist nicht mehr wie
vorher 1

2 , sondern nur noch 1
4. Die Positi vitÄat fordert allerdings nur ¥ · 1

2, was hier
erfÄullt ist. Damit ist der Schrit t von N ! N + 1 vollzogen und die Separabil it Äat der
Module gezeigt. ¤

9.4 Erzeugung der M odule aus den Paketen

9.4.1 Grundlegende Mo dule

Die Module sollen nun durch Mischung der im Kapit el 7 de¯nierten Pakete erzeugt
werden. Da die Pakete in der dort verwendeten Form nur fÄur n 2

�

de¯niert sind,
gilt auch die folgende Rechnung nur fÄur diesen Fall. FÄur den Fall n =2

�

kÄonnen,
wie schon in Kapit el 8.3 angesprochen, ebenfalls Pakete dē n iert werden. Mit diesen
kÄonnenauch Module erzeugt werden. DieserFall soll hier jedoch nicht betrachtet werden.
Das Ziel ist zu zeigen, dass die Module prinzipiell aus den Paketen und deshalb aus
ProduktzustÄanden gemischt werden kÄonnen.

FÄur denFall n = 3 entsprechendie PaketedenModulen (bis auf die allgemeinePhase
Á). Deshalb beschrÄanken wir uns zunÄachst auf Systememit n > 3. Im zweiten Schrit t,
wenn esum die Erzeugung der allgemeinen Phasegeht, kÄonnen dann die Pakete fÄur den
Fall n = 3 verwendet werden, um auch fÄur dieseeine Phasenmischung durchzufÄuhren.

ZunÄachst werdenPakete (siehe Theorem6) gemischt mit gleichenc aber unterschied-
lichen Phasenfaktoren (s = 0; : : : ; n ¡ 1). Der dazu nÄotige Mischungsvorgang von N
Paketen soll im Folgenden dargestellt werden:

½̂Mo dul (c; k) =
1

N

Ã n ¡ 1
2 ¡ 1X

´ =1

µ
r (´ )½̂Pak et (c; ´ + k) + r (n ¡ ´ )½̂Pak et (c; n ¡ ´ + k)

¶

+ ½̂Paket (c; k)

!

(9.15)
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mit den Mischungskoe±zienten r (´ ) und r (n ¡ ´ ), die sÄamtlich positiv und reell sind.
Mi t einigen UmformungenerhÄalt man hieraus:

½̂Mo dul (c; k) =
1

N
1

nN

" n ¡ 1
2 ¡ 1X

´ =1

µ
r (´ ) 1̂ +

n¡ 1X

¾=1

r (´ ) ! ¾(´ + k) Ĉ¾
c +

r (n ¡ ´ ) 1̂ +
n¡ 1X

¾=1

r (n ¡ ´ ) ! ¾(n¡ ´ + k) Ĉ¾
c

¶
+ 1̂ +

n¡ 1X

¾=1

! ¾k Ĉ¾
c

#

=
1

N
1

nN

" Ã

1 +

n ¡ 1
2 ¡ 1X

´ =1

µ
r (´ ) + r (n ¡ ´ )

¶ !

1̂+

+
n¡ 1X

¾=1

Ã

1 +

n ¡ 1
2 ¡ 1X

´ =1

! ¾́ r (´ ) +

n ¡ 1
2 ¡ 1X

´ =1

! ¾(¡ ´ )r (n ¡ ´ )

!

! ¾kĈ¾
c

#

: (9.16)

Aus GrÄunden der Normierung mussgelten:

N = 1 +

n ¡ 1
2 ¡ 1X

´ =1

µ
r (´ ) + r (n ¡ ´ )

¶
: (9.17)

In der Mischung gibt es n¡ 3
2 freie Parameter r (´ ) und ebenso viele r (n ¡ ´ ), insgesamt

also n ¡ 3 freie Parameter. D.h. es ist mÄoglich, durch geschickte Wahl dieser Para-
meter n ¡ 3 Produktoperatoren aus den Paketen zu eliminieren. GÄunstig wÄare es, die
Operatoren Ĉc und Ĉn¡ 1

c zu behalten, diesesind nÄamlich bis auf Faktoren adjungiert .
Man kann die Vorfaktoren der Operatoren mit ¾= 2; : : : ; n ¡ 2 durch die richti geWahl
der Mischungskoe±zi enten zu null machen. Dazu ist folgendes lineare Gleichungssystem
(LGS) zu lÄosen:

Ã

1 +

n ¡ 1
2 ¡ 1X

´ =1

! ¾́ r (´ ) +

n ¡ 1
2 ¡ 1X

´ =1

! ¡ ¾́ r (n ¡ ´ )

!

= 0 mit ¾= 2; : : : ; n ¡ 2: (9.18)

DiesesLGS hat n ¡ 3 komplexe Gleichungen. Da die Mischungskoe±zienten reell sein
sollen, betrachtet man zunÄachst den ImaginÄart eil der Gleichungen. Es mussgelten:

Im

Ã n ¡ 1
2 ¡ 1X

´ =1

! ¾́ r (´ ) +

n ¡ 1
2 ¡ 1X

´ =1

! ¡ ¾́ r (n ¡ ´ )

!

= 0

n ¡ 1
2 ¡ 1X

´ =1

Im (! ¾́ )r (´ ) +

n ¡ 1
2 ¡ 1X

´ =1

Im (! ¡ ¾́ )
| {z }
= ¡ Im (! ¾´ )

r (n ¡ ´ ) = 0

n ¡ 1
2 ¡ 1X

´ =1

Im (! ¾́ )(r (´ ) ¡ r (n ¡ ´ )) = 0 : (9.19)
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Die letzte Gleichung ist erfÄull t, wenn fÄur die Mischungskoe±zi enten gilt :

r (´ ) = r (n ¡ ´ ): (9.20)

Setzt man dies in Gl. (9.18) ein, erhÄalt man ein neuesLGS mit reellen Koe±zienten:

1 +

n ¡ 1
2 ¡ 1X

´ =1

(! ¾́ + ! ¡ ¾́ )r (´ )= 0

1 + 2

n ¡ 1
2 ¡ 1X

´ =1

cos(
2¼
n

¾́ )r (´ ) = 0: (9.21)

Wieder sind diesn ¡ 3 Gleichungen, da ¾= 2; : : : ; n ¡ 2 ist, allerdingsnur noch fÄur n¡ 3
2

Mischungskoe±zienten. Bei genauer Betrachtung der Gleichungen erkennt man, dass
immer zwei Gleichungen wegender Symmetrie desKosinus identi sch sind, nÄamlich z.B.
die fÄur ¾= 2 und fÄur ¾= n¡ 2. Aus diesemLGSkÄonnenalso alle Mischungskoe±zienten
berechnet werden.

Ist das LGS gelÄost, sind alle Koe±zienten der Produktoperatoren in der Mischung
null bis auf die von Ĉc und Ĉn¡ 1

c . Damit und mit der Relation 9.20 erhÄalt man:

½̂Mo dul (c; k) =
1

N
1

nN

"

N 1̂ +

Ã

1 +

n ¡ 1
2 ¡ 1X

´ =1

(! ´ + ! ¡ ´ )r (´ )

!

! kĈc

+

Ã

1 +

n ¡ 1
2 ¡ 1X

´ =1

(! ¡ ´ + ! ´ )r (´ )

!

! k(n¡ 1)Ĉn¡ 1
c

#

: (9.22)

Hier kÄonnen wir die reelle Zahl

¥ =
1 + 2

P n ¡ 3
2

´ =1 cos( 2¼
n ´ )r (´ )

N
(9.23)

de¯nieren, die vÄollig unabhÄangig vom Modulindexvektor c ist. ¥ ist hier also eine uni-
verselle Konstante, die nur von GrÄo¼eund Art des SystemsabhÄangt und durch LÄosen
des LGS berechnet werden kann. Mi t dieser Konstante erhalt en wir schlie¼lich eine
Gleichung fÄur das Modul:

½̂Mo dul (c; k) =
1

nN

Ã

1̂ + ¥
³

! kĈc + ! k(n¡ 1)Ĉn¡ 1
c

´
!

: (9.24)

DieseGleichung stimmt noch nicht vollstÄandig mit dem oben de¯nierten Modul Äuber-
ein. ZunÄachst muss hier die Operatorpotenz durch die Relati on 9.2 in den adjungiert en
Operator ÄuberfÄuhrt werden. Dann erhÄalt man den folgenden Zustand:

½̂Mo dul (c; k) =
1

nN

Ã

1̂ + ¥
³

! kĈc + ! k(n¡ 1)!
1
2 n(n¡ 1) ab Ĉy

c

´
!

: (9.25)
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Die hier vor dem adjungierten Operator zusÄatzlich auftr etende PhaselÄasst sich umfor-
men:

!
1
2 n(n¡ 1) ab = ei¼(n¡ 1) ab = (¡ 1)(n¡ 1) ab ; (9.26)

d.h. fÄur alle ungeraden n, alsoauch fÄur alle Primzahlen, ist die Phaseimmer eins. Wenn
n gerade ist, kann esOperatoren geben, die an dieserStelle eine zusÄatzliche Phasevon
¡ 1 erhalten. All erdings ist hier n 2

�

gefordert. Tatsache ist, dassmit dieser Methode
die Module erzeugt werden kÄonnen.

9.4.2 Beliebige Phase

Den bisher gemischten Modulen fehlt bis jetzt noch die beliebige Phase. Deshalb muss
hier eine weitereVerallgemeinerung vorgenommen werden. Mit den bisher hergestellten
Modulen kÄonnen nur Phasender Art ! k erzeugt werden. Die Eintr Äageim Korrelations-
tensor kÄonnen jedoch allgemeine komplexe Zahlen sein (wie aus Kapit el 4.5 bekannt) .
Deshalb ist eshier nÄotig, eine weitere Mischung zweier Module vorzunehmen. Die n-ten
Einheitswurzeln stellen in der komplexenEbene eine ÄubervollstÄandige Basis dar, es ist
alsomÄoglich, eine beliebige, komplexeZahl nach zwei Einheitswurzeln zu zerlegen(siehe
dazu Abbildung 9.1). Die Zerlegung einer komplexen Zahl vom Betrag eins in zwei n-te

PSfrag replacements

! 0

! 1

! 2

! 3

! 4

! 5

! 6

eiÁ

Re

Im

f (2)! 2

f (3)! 3

Abb. 9.1: Zerlegung einer allgemeinen PhaseÁ in zwei 7-te Einheitswurzeln
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Einheitswurzeln hat die Form:

eiÁ = f (j 1)! j 1 + f (j 2)! j 2 : (9.27)

Man wÄahlt zwei zur PhaseÁ benachbarte Einheitswurzeln, wobei fÄur j 1 und j 2 gelten
soll:

2¼
n

j 1 · Á ·
2¼
n

j 2 : (9.28)

Die Mischungskoe±zienten f (j 1) und f (j 2) sind wieder positive reelle Zahlen. Nun kann
man die Mischung zweier Module durchfÄuhren:

½̂Mo dul (c; Á;s) =
1

N Á

Ã

f (j 1) ½̂Mo du l (c; s + j 1) + f (j 2) ½̂Mo dul (c; s + j 2)

!

(9.29)

=
1

N Á

1
nN

Ã
¡
f (j 1) + f (j 2)

¢
1̂ + ¥ f (j 1)

µ
! s+ j 1 Ĉc + ! ¡ s¡ j 1 Ĉn¡ 1

c

¶

+ ¥ f (j 2)
µ

! s+ j 2 Ĉc + ! ¡ s¡ j 2 Ĉn¡ 1
c

¶ !

:

Aus GrÄunden der Normierung musshier auch wieder gelten f (j 1) + f (j 2) = N Á. Man
kann dann weiter zusammenfassen:

½̂Mo dul (c; Á;s) =
1

N Á

1
nN

Ã

N Á1̂ + ¥
µ

f (j 1) ! j 1 + f (j 2) ! j 2

¶
! s Ĉc

+ ¥
µ

f (j 1) ! ¡ j 1 + f (j 2) ! ¡ j 2

¶
! ¡ s Ĉn¡ 1

c

!

: (9.30)

Der Koe±zient vor demOperator Ĉc hat nach Gl. (9.27) denWert eiÁ, und der Koe±zient
vor dem adjungiert en Operator ist gerade dasKomplexkonjugierte davon. Damit erhÄalt
man das Modul, wie esschon in Theorem 10 de¯niert ist:

½̂Mo dul (c; Á;s) =
1

nN

Ã

1̂ + ¥Á

µ
eiÁ! sĈc + e¡ iÁ! ¡ sĈy

c

¶ !

: (9.31)

All erdingssteht hier eine Konstante ¥ Á = ¥
N Á

, die zusÄatzlich noch von der PhaseabhÄan-
gen kann. Macht man eine Mischung von drei Modulen, ist esmÄoglich, eine Mischung
zu ¯n den, bei der die Konstante unabhÄangig von der Phaseist und nur noch von Sys-
temparametern abhÄangt. Auf dieseWeiseist es mÄoglich, Module durch Mischung von
Paketen herzustellen.





10 M ischungsverfahren mit M odulen

10.1 Mi schung verallgemeinerter WERNER-ZustÄande

Mit Hil fe der im letzten Kapit el de¯nierten Module kann man einen beliebigen verallge-
meinerten We rne r -Zustand auch fÄur lokale Hilbert raumdimensionen n =2

�

herstellen.
Wieder benÄotigt man zur Mischung keine Phasen, da die Korrelationstensorelemente des
Katzenzustands nur null oder eins sind (Á = 0). Man kommt also mit den Modulen

½̂Mo dul (c; 0) =
1

nN

µ
1̂ + ¥ (Ĉc + Ĉy

c)
¶

(10.1)

aus. All e Module c, deren Ĉc in der Produktoperatorentwicklung des Katzenzustands
auftauchen, werdengemischt. Wie in Kapit el 8.1.2 berechnet, hat der Korrelationstensor
der Katze Np von null verschiedene Eintr Äage. Hier kann im Prinzip wie in Kapit el 8.1
vorgegangenwerden, nur, dassman statt der Pakete die Module verwendet:

½̂Misc h =
1

Np

n¡ 1X

a=0

X

b

½̂Mo dul (f a,bg; 0) ±(P N
¹ =1 b¹ = 0)

=
1

Np

1
nN

n¡ 1X

a=0

X

b

µ
1̂ + ¥ (Ĉc + Ĉy

c)
¶

±(P N
¹ =1 b¹ = 0)

=
1

Np

1
nN

n¡ 1X

a=0

X

b

1̂ ±(P N
¹ =1 b¹ = 0)

+ ¥
µ n¡ 1X

a=0

X

b

Ĉc +
n¡ 1X

a=0

X

b

Ĉy
c

¶
±(P N

¹ =1 b¹ = 0): (10.2)

Der erste Term kann direkt aufsummiert werden, esergibt sich gerade Np1̂. Der zweite
Term stellt die Produktoperatorentwicklung desKatzenzustands dar. Mit den gleichen
Argumenten wie in Kapit el 8.1.3 stell t auch hier der letzte Term die Produktoperator-
entwicklung desKatzenzustands dar. Die Mischung fÄuhrt auf den Zustand:

½̂Misc h =
1

nN

µ
1̂ +

2¥
Np

n¡ 1X

a=0

X

b

Ĉc ±(P N
¹ =1 b¹ = 0)

¶
: (10.3)

Das entspricht dem verallgemeinerten We rne r -Zustand mit

² =
2¥
Np

=
2¥

nN ¡ 1
: (10.4)

63
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Geht man zusÄatzlich davon aus, dassman Module mit ¥ = 1
2 zur VerfÄugung hat, erhÄalt

man ein ² von:

² =
1

nN ¡ 1
: (10.5)

Es ist sofort einsicht ig, dassdieses² schlechter ist als alle bisher erhaltenen. All erdings
ist die Vorgehensweise hier fÄur beliebige lokale Hilbertr aumdimensionen n erlaubt.

10.2 Mi schung beliebiger "blasser\ ZustÄande

10.2.1 Zu mischender Zustand

Nun soll auf Basis der Module ein
"
blasser\ Zustand (siehe Kapit el 5.4) der Form

½̂bla ss =
1

nN
(1 ¡ ²)1̂ + ² jÃihÃj (10.6)

hergestellt werden, wobei jÃi ein beliebiger, reiner Zustand ist. Ganz allgemein habe
der Zustand jÃi in der Produktbasis die Form:

jÃi =
1

Ãnorm

X

j

Ãj jj i =
1

Ãnor m

X

j

r j eiÁj jj i (10.7)

mit

Ãnor m =
s X

j

jr j j2 : (10.8)

Die dazu gehÄorigeDichtematrix kann dann folgenderma¼engeschrieben werden:

½̂= jÃihÃj =
1

Ã2
no rm

X

i

X

j

Ãi Ã¤
j ji ihj j: (10.9)

ZunÄachst musshier die Produktoperatorentwicklung desZustands jÃi berechnet werden.
Aus Kapit el 4.4 und 4.5 ist fÄur den Korrelationstensor bekannt:

uf a ;bg =
1

Ã2
norm

X

j

Ãj Ã¤
j ¡ a ! a b ! ¡ b j =

1
Ã2

nor m

X

j

r j r j ¡ a ei( Áj ¡ Áj ¡ a ) ! a b ! ¡ b j : (10.10)

Das komplexkonjugiert e Element soll hier auch kurz angegeben werden, da diesesim
Folgenden benÄotigt wird:

u¤
f a ;bg =

1
Ã2

norm

X

j

Ã¤
j Ãj ¡ a ! ¡ a b ! b j =

1
Ã2

nor m

X

j

r j r j ¡ a e¡ i( Áj ¡ Áj ¡ a ) ! ¡ a b ! b j : (10.11)



10.2 Mischung beliebiger
"
blasser\ ZustÄande 65

Wie bekannt hat der
"
blasse\ Zustand die gleiche Produktoperatorentwicklung wie der

Zustand jÃi , mit dem einzigen Unterschied, dassalle Korrelationen mit ² skaliert sind.
Die Produktoperatorentwicklung des

"
blassen\ Zustands hat also die Form:

½̂blas s =
1

nN

µ
1̂ + ²

X

c
c6= 0

uc Ĉc

¶

=
1

nN

µ
1̂ + ²

X

c
c6= 0

Ã
1

Ã2
no rm

X

j

r j r j ¡ a ei( Áj ¡ Áj ¡ a ) ! a b ! ¡ b j

!

Ĉc

¶
: (10.12)

DieserZustand soll nun durch einegeschickte Mischung von Modulen hergestellt werden.

10.2.2 Mi schung der M odule

Die Module kÄonnen mit jeder beliebigen Phaseerzeugt werden. Somit ist esmÄoglich, die
Phasender Eintr Äageim Korrelationstensorherzustellen. Die unterschiedlichenGewichte
der EintrÄageim Korrelationstensor kÄonnen Äuber die positi ven reellen Mischungskoe±zi-
enten eingestellt werden. Die Mischungskoe±zienten werden aus diesemGrund gewÄahlt
zu (vgl. Gl. (10.10)):

K (c; j ) =
1

Ã2
nor m

r j r j ¡ a 2
� + : (10.13)

Der ÄUbersichtl ichkeit halber wird zunÄachst eine Vormischung durchgefÄuhrt . Es soll
nur ein Paar von Eintr Äagen im Korrelationstensor erzeugt werden, und zwar das zum
Produktoperator Ĉc und zu Ĉy

c . Die beiden entsprechenden Eintr ÄagekÄonnen durch Mi-
schung von Modulen zu gleichem c mit den richti g eingestellten Phasenerzeugt werden.
DieseProzedur mussfÄur alle Eintr ÄagedesKorrelationstensorsdurchgefÄuhrt werden. Sind
alle Eintr agspaare korrekt erzeugt, dann kann der Gesamtzustand durch Mischung der
Vormischungen hergestellt werden. FÄur die Mischungen stehen die oben eingefÄuhrt en
Module

½̂Mo dul (c; Á;s) =
1

nN

Ã

1̂ + ¥
µ

eiÁ ! s Ĉc + e¡ iÁ ! ¡ s Ĉy
c

¶ !

(10.14)

zur VerfÄugung. ZunÄachst soll jetzt c ein fester Indexvektor sein. Summiert wird Äuber
j , wodurch sÄamtl iche im Korrelationstensorelement auftr etenden Phasendurch die ge-
schickte Auswahl der Module

½̂Mo dul (c; Áj ¡ Áj ¡ a ; ¡ b ¢(j ¡ a)) (10.15)

gemischt werden kÄonnen. Die Gewichte der Phasenfaktoren werden mit Hil fe der Mi-
schungskoe±zienten K (c; j ) erzeugt. Auf die Normierung wird hier zunÄachst verzichtet,
diesesoll erst in der endgÄult igen Mischung vorgenommen werden. Au¼erdem wird hier



66 10 Mischungsverfahren mit Modulen

von einemallgemeingÄult igen¥ ausgegangen. DieseAnnahmeist durchausgerechtferti gt,
wenn man ¥ nur klein genug wÄahlt .

½̂vor (c) =
X

j

K (c; j ) ½̂Mo dul (c; Áj ¡ Áj ¡ a ; ¡ b ¢(j ¡ a))

=
X

j

1
Ã2

no rm

r j r j ¡ a
1

nN

Ã

1̂ + ¥ ei(Áj ¡ Áj ¡ a ) ! ¡ b¢(j ¡ a ) Ĉc

+ ¥ e¡ i( Áj ¡ Áj ¡ a ) ! b¢(j ¡ a ) Ĉy
c

!

=
1

nN

Ã
X

j

1
Ã2

nor m

r j r j ¡ a 1̂ + ¥
X

j

1
Ã2

nor m

r j r j ¡ a ei( Áj ¡ Áj ¡ a ) ! ¡ b¢(j ¡ a ) Ĉc

+ ¥
X

j

1
Ã2

nor m

r j r j ¡ a e¡ i( Áj ¡ Áj ¡ a ) ! b¢(j ¡ a ) Ĉy
c

!

Der Faktor vor dem Einsoperator kommt von der fehlenden Normierung, dazu spÄater.
Betrachtet man den Faktor vor dem Produktoperator Ĉc, sostellt man fest, dassessich
wie erwÄunscht um das Korrelationstensorelement uc dieses Produktoperators handelt
(vgl. Gl. (10.10)). Der Faktor vor dem adjungierten Produktoperator Ĉy

c hingegenent-
spricht dem komplexkonjugierten Korrelationstensorelement u¤

c (siehe Gl. (10.11)). Man
kann also abkÄurzend schreiben:

½̂vor (c) =
1

nN

Ã
X

j

1
Ã2

nor m

r j r j ¡ a 1̂ + ¥
µ

uc Ĉc + u¤
c Ĉy

c

¶ !

: (10.16)

Jetzt kann die Mischung aller dieser Vormischungen durchgefÄuhrt werden, gleichzeitig
soll die korrekte Normierung mit Hil fe der Normierungskonstanten N erfolgen.

½̂Misc h =
1

N

X

c
c6= 0

½̂vor (c)

=
1

N
1

nN

Ã
X

c
c6= 0

X

j

1
Ã2

no rm

r j r j ¡ a 1̂ + ¥
X

c
c6= 0

µ
uc Ĉc + u¤

c Ĉy
c

¶ !

(10.17)

Hier folgt fÄur die Normierung

N =
1

Ã2
norm

X

c
c6= 0

X

j

r j r j ¡ a =
X

c
c6= 0

X

j

K (c; j ) (10.18)

eine reelle Zahl, die im konkreten Fall direkt berechnet werden kann. Die Summe Äuber
alle c und alle j entspricht der Anzahl aller zur Mischung verwendeten Module. Die
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reellen Zahlen entsprechen den verwendeten Mischungskoe±zi enten oder Gewichten der
Module.

Es bleibt nun die folgende Dichtematrix:

½̂Misc h =
1

nN

Ã

1̂ +
¥

N

X

c
c6= 0

µ
ucĈc + u¤

cĈy
c

¶ !

: (10.19)

Der zweite Term, d.h. die Summe Äuber ucĈc, stell t wie erho®t die Produktoperatorent-
wicklung desZustands jÃi dar. Nur noch der drit te Term muss hier genauer betr achtet
werden. Dazu musszunÄachst dasKorrelationstensorelement uf¡ a ;¡ bg berechnet werden,
um eineRelation zwischendiesemund demkomplexkonjugierten Element u¤

c zu erhalt en:

uf¡ a ;¡ bg = Spurf Ĉy
f¡ a ;¡ bg ½̂g

=
(4.7)

! a b Spurf Ĉf a ;bg ½̂g
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Ãi Ã¤
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! a b
X

i

X

j

Ãi Ã¤
j ! b i ±j ;i + a : (10.20)

Die ±-Funkt ion kann umgeformt werden zu ±j ;i + a = ±j ¡ a ;i (siehe [22]), womit sich aus
obiger Gleichung ergibt:

uf¡ a ;¡ bg =
1

Ã2
norm

! a b
X

i

X

j

Ãi Ã¤
j ! b i ±j ¡ a ;i

=
1

Ã2
norm

! a b
X

j

Ãj ¡ a Ã¤
j ! b (j ¡ a )

=
1

Ã2
norm

X

j

Ãj ¡ a Ã¤
j ! b j : (10.21)

Vergleicht man diesenAusdruck mit Gl. (10.11), so ¯n det man die Relati on:

uf¡ a ;¡ bg = ! a bu¤
f a ;bg: (10.22)

Mi t Hil fe dieserRelation ist es nun mÄoglich, die gemischte Dichtematrix (Gl. (10.19))
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umzuformen:

½̂Misc h =
1

nN

Ã

1̂ +
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N

X

c
c6= 0

µ
ucĈc + u¤

cĈy
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: (10.23)

Da nun die Summe Äuber alle erlaubten c lÄauft , kÄonnen beim letzt en Term die Minus-
zeichen in den Indizesohne BeschrÄankung der All gemeinheit weggelassenwerden. Jeder
Operator ist mit dem richti gen Korrelationstensorelement versehen und kommt in der
Summe einmal vor, die Reihenfolge ist unerheblich. Also stellen beide Terme die Pro-
duktoperatorentwicklung desZustands ½̂dar, und man kann zusammenfassen:

½̂Misc h =
1

nN

Ã

1̂ +
2¥
N

X

c
c6= 0

ucĈc

!

: (10.24)

Durch den Vergleich dieserDichtematrix mit dem Zustand ½̂bl ass erhÄalt man:

² =
2¥
N

: (10.25)

ÄUber die OptimalitÄat, d.h. ob ein Zustand direkt an der Separabili tÄatsgrenze erzeugt
wird, kann hier keine Aussagegetro®enwerden, da eskein scharfesSeparabil it Äatskrit e-
rium fÄur dieseZustandsklassegibt. Ist jÃi kein verschrÄankter Zustand, beispielsweise
ein Produktzustand, dann gibt esÄuberhaupt keine Separabil it ÄatsgrenzefÄur den Zustand
½̂bl ass(²). Der Zustand ist unabhÄangig von ² immer separabel. Im Fall, dass jÃi ver-
schrÄankt ist, ist anzunehmen, dass² subopti mal sein wird, da die Mischung von We r-
ner -ZustÄanden mit Hil fe der Module (siehe Kapit el 10.1) auch zu einem subopti malen
Mischungsparameter gefÄuhrt hat.

Der gemischte Zustand ist in jedem Fall separabel, da er durch Mischung separabler
Module entstanden ist. Aus diesem Grund ist das Mischungsverfahren ein hinreichendes
SeparabilitÄatskriterium.

Wasnoch erwÄahnt werdensoll ist die Tatsache,dassman durch einespezielleProduk-
toperatorauswahl die Mischung um einenFaktor zwei verbessern kann. Dazu mÄussendie
Produktoperatoren in zwei Gruppen, die Operatoren und ihre adjungierten Operatoren,
aufgeteilt werden. Au¼erdem sei erwÄahnt, dassim konkreten Fall die Korrelationsten-
sorelemente komplexe Zahlen darstellen, und dass daraus Mischungskoe±zi enten und
Phasendirekt extrahiert werden kÄonnen, d.h. auch die Vormischung wird Äuber° Äussig
und pro Korrelationstensorelement wird nur ein Modul und ein Mischungskoe±zient
benÄotigt. Ein Beispiel fÄur die Mischung mit Modulen ¯n det man im Anhang E.



11 M ischungsaufwand

Da wir es bei den bisher vorgestellten Mischungsvorschri ften mit einer klassischen Si-
mulation spezieller quantenmechanischer ZustÄande zu tun hatt en, stellt sich die Frage,
mit welchem Aufwand eine solche Simulation verbunden ist. Deshalb soll nun eine Auf-
wandsabschÄatzung durchgefÄuhrt werden.

11.1 Aufwandsdē niti on

Die quantenmechanische Herstellung der verallgemeinerten We rne r -ZustÄande ist im
Prinzip nicht sehr aufwendig. Ohne im Detail auf die quantenmechanische Zustands-
prÄaparation einzugehen, soll doch kurz die quantenmechanische Herstellung eines ver-
allgemeinerten We rn er -Zustands betrachtet werden, um den Aufwandsunterschied im
Vergleich zur klassischen Simulation klar zu machen. Quantenmechanisch kann der Zu-
stand ½̂Werner durch direkte Mischung einestotal gemischten Zustands und einesverallge-
meinerten Katzenzustands mit tels desMischungsparameters ² hergestellt werden. Den
verallgemeinerten Katzenzustand kann man quantenmechanisch mit Hil fe einer geeigne-
ten unit Äaren Transformati on prÄaparieren. Dazu ist esnÄoti g, einen Zustand, am besten
den Grundzustand desSystems, zu verwenden und auf diesendie entsprechende Trans-
formati on anzuwenden. Im Fall von n = 2 sind dieseunitÄaren Transformationen durch
CNOT-Operati onen (siehe dazu [22]) darstellbar.

Im Falle der klassischen Mischung mit Hil fe von ProduktzustÄanden ist die Herstel-
lung, wie in dieser Arbeit vorgestellt, weit schwieriger. Es muss eine gro¼eZahl an
ProduktzustÄanden erzeugt werden und deren Mischung mit den korrekten Gewichten
erfolgen.

Um den Aufwand der unterschiedlichen Mischungsvorschri ften messenzu kÄonnen,
braucht man zunÄachst eine sinnvolle De¯nit ion, wozu sich die folgende anbieten wÄurde:

De¯niti on 11: PrÄaparations-Aufwand

Der Aufwand seide¯niert als Anzahl der zur Mischung verwendeten Pro-
duktzustÄande:

A(n; N ) := Anzahl zu mischender ProduktzustÄande:

Im All gemeinen wird der Aufwand eine Funkti on der Zahl der Subsysteme N und der
Niveauzahl je Subsystem n sein.

69
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11.2 Mi schungsaufwand fÄur verallgemeinerte
WERNER-ZustÄande

Jetzt soll dasin Kapit el 8.1 vorgestellt eVerfahren zur Mischung verallgemeinerter We r-
ner -ZustÄande untersucht werden, um den Aufwand der Mischung, also die Zahl der
benÄotigten ProduktzustÄande, abzuschÄatzen. Deshalb ist es zunÄachst nÄotig zu wissen,
aus wie vielen ProduktzustÄanden ein Paket aufgebaut ist (siehe dazu Kapit el 7.1). In
De¯nit ion 9 wurdenNz ProduktzustÄande verwendet, um ein Paket zu mischen. Die Zahl
der ZustÄande Nz entspricht dem Entart ungsgrad der Eigenwerte desProduktoperators
und ist damit Nz = nN ¡ 1 (siehe Gl. (4.16)).

FÄur die Mischung der verallgemeinerten We rne r -ZustÄande im nichtopti malen Fall
benÄotigt man Np Pakete. Aus Kapit el 8.1.2erhÄalt man fÄur die Paketanzahl Np = nN ¡ 1.
Damit ist die Zahl der ProduktzustÄande, also der Aufwand im nichtopti malen Fall, das
Produkt der Paketanzahl Np und der Anzahl der ZustÄande Nz je Paket:

Anic hto pt (n; N ) = NzNp = nN ¡ 1(nN ¡ 1) = n2N ¡ 1 ¡ nN ¡ 1: (11.1)

Im opti malen Fall hingegenwerden weniger Pakete verwendet, nÄamlich nur alle Pa-
kete, die zu a = 1 gehÄoren. In Kapit el 8.2.1 ergibt sich deren Anzahl zu Np(a=1) = nN ¡ 1

(siehe Gl. (8.17)). ZusÄatzlich ist noch eine spezielle Mischung von n ProduktzustÄanden
nÄotig. Damit kann wieder die Gesamtzahl an gemischten ProduktzustÄanden, also der
Aufwand, angegeben werden:

Aopt (n; N ) = NzNp(a=1) + n = n2N ¡ 2 + n: (11.2)

PSfrag replacements

N

Aufwand n = 3

1 2 3 4 5 6 7 8 9

101

102

103

104

105

106

107

108

109

Anic htop t (n; N )

Aopt (n; N )

Abb . 11.1: Mischungsaufwand fÄur die Mischung einesverallgemeinerten We rner -Zustands (logarith-
misch aufgetragen). Die mit I gekennzeichneten Punkte gehÄoren zur Funkt ion Anic hto pt (n; N ), die mit
H gekennzeichneten zu Aopt (n; N ).

In Abbildung 11.1 sind die beiden Aufwandsfunkt ionen logarit hmisch Äuber der Zahl
der SubsystemefÄur n = 3 aufgetragen. ZunÄachst sieht man, dassbeide Aufwandsfunk-
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ti onen exponenti ell mit der Zahl der Subsysteme anwachsen, fÄur gro¼eN ungefÄahr mit
dem gleichen Exponenten:

Anic htop t (n; N ) » n2N ; Aopt (n; N ) » n2N : (11.3)

Wie nun der Aufwand der subopt imalen im Vergleich zur opti malen Mischung ist, kann
abgeschÄatzt werden. Man geht zunÄachst von folgendem Zusammenhang aus:

Aopt (n; N ) = gAni cht opt (n; N ): (11.4)

Aus dieserGleichung kann g bestimmt werden, man erhÄalt :

g =
n¡ 2N +2 + n¡ 1

1 ¡ n¡ N
: (11.5)

Interessant ist der Limes von g fÄur gro¼eN , der leicht berechenbar ist, da der ZÄahler
gegenn¡ 1 und der Nenner gegen1 gehen. Damit erhÄalt man:

g1 = lim
N !1

g =
1
n

: (11.6)

Das bedeutet, der Aufwand fÄur die opti male Mischung ist um einen Faktor n geringer
als der fÄur die subopti male Mischung. Dies ist auch unmit telbar einsichti g, da jedes
Paket so geschickt gewÄahlt wurde, dass es nicht nur einen Eintr ag richti g erzeugt hat,
sondern n richti geEintrÄage, wenn man den Eintrag fÄur den Einsoperator auch mitzÄahlt ,
d.h. man musste auch weniger ProduktzustÄande zur Mischung verwenden. Also gilt hier
ungefÄahr:

Aopt (n; N ) ¼
1
n

Ani cht opt (n; N ): (11.7)

Trotzdem ist der prakt ische Aufwand im Fall der opt imalen Mischung eigentl ich hÄo-
her, da eine Paketauswahl getro®en werden mussund zusÄatzlich ein spezieller Zustand
benÄotigt wird.

11.3 Mi schungsaufwand fÄur "blasse\ ZustÄande

Jetzt soll die Mischungsvorschri ft zur Mischung
"
blasser\ ZustÄande (siehe Kapit el 10)

hinsichtl ich desAufwands untersucht werden. Um wieder mit der De¯nit ion 11 arbeit en
zu kÄonnen, muss man wissen, wie viele ProduktzustÄande nÄoti g sind, um ein Modul zu
mischen. Hier soll eine grobe AbschÄatzung ausreichen. Aus Kapit el 9.4 wissenwir, dass
jedes Modul aus n ¡ 2 Paketen gemischt wird. Zur Mischung eines Moduls benÄotigt
man also (n ¡ 2)Nz ProduktzustÄande. Der Korrelationstensor hat n2N EintrÄage(siehe
Kapit el 4.4). Mit einem Modul lassensich je zwei Eintr Äagekorrekt einstellen, d.h. wir
benÄotigen zur Mischung n2N

2 Module. Der Aufwand ist dann

AMo dul e(n; N ) ¼ (n ¡ 2) Nz
n2N

2
=

1
2

(n ¡ 2) n3N ¡ 1: (11.8)
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Damit wÄachst der Aufwand hier grob wie

AMo dul e(n; N ) » n3N ; (11.9)

also stÄarker als bei den Mischungsvorschri ften mit Paketen. In Abbildung 11.2 ist der
hier berechneteAufwand gegendender subopti malenMischung aus demvorigenKapit el
aufgetragen. Man sieht ein deutl ich stÄarkeresAnwachsendesAufwands Abl ass(n; N ).

PSfrag replacements

N

Aufwand n = 3

1 2 3 4 5 6 7 8 9

101
102
103
104
105
106
107
108
109
1010
1011
1012
1013

Anic htop t (n; N )

Abla ss(n; N )

Abb . 11.2: Mischungsaufwand fÄur die Mischung eines
"
blassen\ Zustands (H) (logarith misch aufge-

tr agen). Zum Vergleich der Aufwand fÄur suboptimale Mischung verallgemeinerter We rner -ZustÄande
(I ).

Es kann wieder versucht werden, die Beziehung zwischen den Aufwandsfunkti onen
AMo du le (n; N ) und Anic htop t (n; N ) herzuleiten.

AMo dul e(n; N ) = g0Anic ht opt (n; N ) (11.10)

Da jedoch der Aufwand bei der Mischung mit Modulen stÄarker wÄachst als der bei Mi-
schung der Pakete, divergiert der Faktor g0.
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Gegenstand der vorliegenden Arbeit war die
"
klassischeSimulierbarkeit\ quantenme-

chanischer Korrelationseigenschaften ausgewÄahlter Zustandsklassen. Dabei ist esgelun-
gen, Verfahren zu entwickeln, mit denen es mÄoglich ist kompliziertere quantenmecha-
nische Korrelationseigenschaften in abgeschwÄachter Form modular aus grundlegenden,

"
klassischen\ Korrelationen aufzubauen. Aufgrund dessenist es mÄoglich, VerschrÄan-

kungseigenschaften bestimmter Zustandsklassen
"
klassisch\ zu simulieren, ohne

"
echte\

VerschrÄankung zur VerfÄugung zu haben. Die Separabil it Äatsgrenze scheint dadurch an
physikalischer Bedeutung zu verlieren, da allein die StÄarke der Korrelationen darÄuber
entscheidet, ob ein Zustand verschrÄankt oder separabel ist. Man kann Korrelationen
an sich also nicht einfach in

"
quantenmechanische\ und

"
klassische\ aufteilen. In die-

semZusammenhang ist die Rolle von VerschrÄankung mit den, schon in der Einleitung
angesprochenen, Paradebeispielen der modernen Quantentheorie,

"
Teleportation\ [1],

"
Quantenkryptographie\ [2,3] und

"
Quantencomputer\ [4,5] in Zukunft noch genauer zu

untersuchen.
Das hier vorgestellte Verfahren, basierend auf grundlegenden, separablen Quanten-

zustÄanden, den Modulen, macht esmÄoglich jeden Zustand aus der Klasseder
"
blassen\

ZustÄande durch Mischung herzustellen, bzw. die Korrelationseigenschaften der ZustÄan-
de

"
klassisch\ zu simulieren. Die so erzeugten

"
blassen\ ZustÄande sind auf jeden Fall

separabel, da siedurch eine inkohÄarente Mischung separabler ZustÄande erzeugt werden.
Das hat zur Folge,dassdas Mischungsverfahren selbst ein hinreichendes Separabilit Äats-
kri terium ist. Die verwendeten Module haben desWeiteren die besondere Eigenschaft,
dasssiejeweils die minimale Anzahlan Korrelationen enthalten, d.h. die Produktopera-
torentwicklung der Module besteht aus nur zwei Produktoperatoren (essind alsogenau
zwei Korrelationstensorelemente von null verschieden; wegender Hermiti zit Äat kÄonnen es
nicht weniger als zwei sein). Diese Minimaleigenschaft macht dem Verfahren erst die
gesamte Zustandsklasseder

"
blassen\ ZustÄande zugÄanglich.

Das Mischungsverfahren wird im All gemeinen nicht optimal arbeit en, d.h. es wer-
den ZustÄande unterhalb der Separabili tÄatsgrenze erzeugt. So erhÄalt man mit Hil fe der
Module, bei Mischung einesWe rne r -Zustands, in der Tat nur unterhalb der Separabil i-
tÄatsgrenze liegende ZustÄande. DieseAussageist mÄoglich, da fÄur die We rn er -ZustÄande
das PERES-Kr iteri um hinreichendes und notwendiges Separabili tÄatskri terium ist, und
die Mischung zu einem Zustand unterhalb der Pere s-Grenze fÄuhrt . Das schlie¼taber
nicht aus, dasses ZustÄande gibt, fÄur die das Verfahren opti mal arbeitet. Eine solche
Klasseist jedoch bis jetzt nicht bekannt.

Um ein GefÄuhl fÄur die GÄute der Mischung zu erhalten, ist es mÄoglich, den durch
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Mischung erzeugten Koe±zienten ² mit dem aus dem Pere s-Kri terium berechneten
zu vergleichen. Das normalerweise nur notwendige Pere s-Kri terium kÄonnte eventuell
neben dem W ern er -Zustand auch noch fÄur weitere ZustandsklassenzusÄatzlich hinrei-
chend sein. Ist das nicht der Fall, so wÄare zumindest eine AbschÄatzung der Entfernung
von der Peres -Grenze mÄoglich. Wegender komplizierten Str uktur desZustandsraums
wird dieseUntersuchung nur numerisch mÄoglich sein.

Des Weiteren ist es in dieser Arbeit gelungen, eine spezielle Mischungsvorschri ft
fÄur eine spezielle Unterklasseder

"
blassen\ ZustÄande, die verallgemeinerten WERNER-

ZustÄande, anzugeben. Mit diesemVerfahren ist es mÄoglich, We rne r -ZustÄande direkt
an der Separabil it Äatsgrenze herzustellen. Dazu kÄonnen allerdings nicht die Module ver-
wendet werden, sondern man muss speziell an dieseZustandsklasseangepasste sepa-
rable QuantenzustÄande, die Pakete, zur Mischung verwenden. Jedes Paket ist in der
Lage,gleichzeitig n ¡ 1 von null verschiedene Eintr Äageim Korrelationstensor desWe r-
ner -Zustands richt ig einzustellen. Damit sind die Pakete speziell fÄur die Mischung von
W ern er -ZustÄanden geeignet, aber zur Mischung anderer ZustÄande unbrauchbar. Die
OptimalitÄat diesesVerfahrens ist bewiesen, da die Mischung zu einem Zustand fÄuhrt ,
der an der Per es-Grenze liegt. Hieraus folgt, dassfÄur We rne r -ZustÄande das Peres -
Kr it erium sowohl notwendigesals auch hinreichendesSeparabil it Äatskrit erium ist.

Die fÄur dasspezielleMischungsverfahrengetro®enenAussagenbeziehensich zunÄachst
nur auf Systeme, bei denen die lokale Hilbertraumdimension n prim ist (dasgilt im ÄUb-
rigen nicht fÄur die Mischungsvorschri ft mit Modulen). In Zukunft wÄare interessant, ob
auch fÄur alle anderen Systeme, also Systemederen lokale Hilbert raumdimension nicht
prim ist, eine solche opti male Mischungsvorschri ft fÄur We rne r -ZustÄande existiert. Ei-
ne weitere Fragestellung kÄonnte sein, ob es fÄur andere Zustandsklassen(Unterklassen
der

"
blassen\ ZustÄande) au¼erden We rne r -ZustÄanden auch opti mal angepasste, sepa-

rable Pakete gibt, um eine Mischung direkt an der Separabil it Äatsgrenze zu erreichen.
Auch die Frage, wie weit die mitt elsder Module gemischten

"
blassen\ ZustÄande von der

Separabil it Äatsgrenze entfernt sind, bleibt o®en.
Insgesamt sind alle hier vorgestellten

"
klassischen\ Mischungsvorschri ften mit einem

exponenti ellen Aufwand verbunden, d.h. die klassische Simulation quantenmechanischer
VorgÄange ist, wie erwart et, fÄur gro¼eSysteme exponenti ell schwierig. Die Frage, ob
Äuberhaupt sÄamtl iche quantenmechanischen VorgÄange, wenn auch mit hohem Aufwand,
klassisch simulierbar sind, ist damit aber noch nicht geklÄart.

Das in dieserArbeit verwendete Verfahren der Produktoperatorentwicklung ist auf
jedenFall ein sehr mÄachti gesWerkzeug zur Untersuchung quantenmechanischer Korrela-
t ionen. Schlie¼lich bleibt o®en, ob die hier entwickeltenVerfahren und Technikenauf den
gesamten quantenmechanischen Zustandsraum ausdehnbar sind und esmit deren Hil fe
mÄoglich ist, noch nicht geklÄarte Fragen im Bezug auf den Zustandsraum zu beantworten.
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Zum Schluss sollen nochmals die in dieser Arbeit entwickelten ZustÄande und Mi-
schungsverfahren im ÄUberblick zusammengefasstwerden:

Mi schung "blasser\ ZustÄande: Mi schung WERNER-ZustÄande:

½̂bl ass = 1
nN (1 ¡ ²)1̂ + ² ½̂rein ½̂Werner = 1

nN (1 ¡ ²)1̂ + ² ½̂Katze

1. Ressourcen: Mo dule 1. Ressourcen: Pakete

½̂Mo du l (c; Á) = 1
nN

Ã

1̂ + ¥
µ

eiÁ Ĉc + e¡ iÁ Ĉy
c

¶ !

½̂Paket (c; s) = 1
nN

Ã

1̂ +
P n¡ 1

¾=1 ! s¾Ĉ¾
c

!

2. Mo dula uswahl : uc(½̂rei n ) = Spurf Ĉy
c ½̂rei ng 2. Paketaus wahl: uc(½̂Kat ze) = Spurf Ĉy

c ½̂Katz eg

² Phase:Ác = Argf uc(½̂rei n )g

² Mischungskoe±zienten:

² Phasen: sc = 0

² Mischungskoe±zienten:

K (c) = juc(½̂rei n )j K (c) = 1
fÄur a = f a; : : : ; ag,

P N
¹ =1 b¹ = 0;

sonst K (c) = 0

3. Mis chung: 3. Mis chung:

½̂Mis ch = 1
N

P

c
K (c) ½̂Mo dul (c; Ác) ½̂Mis ch = 1

Np

P

a

P

b
½̂Pak et (c; 0) ±(P N

¹ =1 b¹ = 0)

4. Erge bnis: 4. Erg ebnis:

² = 2 ¥
N ² = n¡ 1

nN ¡ 1

FÄur ½̂rei n = ½̂Kat ze: ² = 1
nN ¡ 1 Mit speziellen Tricks: ² = 1

nN ¡ 1+1
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A Beispiele fÄur unit Äare Operatoren:

Die folgenden Beispiele fÄur unitÄare Operatoren sind aus [22] entnommen.
Unit Äare Operatoren fÄur n = 2:

U0;0 =
0

B
B
@
1 0
0 1

1

C
C
A U0;1 =

0

B
B
@
1 0
0 ¡ 1

1

C
C
A = ¾z

U1;0 =
0

B
B
@
0 1
1 0

1

C
C
A = ¾x U1;1 =

0

B
B
@
0 ¡ 1
1 0

1

C
C
A = i¾y

Unit Äare Operatoren fÄur n = 3:

U0;0=

0

B
B
B
B
B
@

1 0 0
0 1 0
0 0 1

1

C
C
C
C
C
A

U0;1=

0

B
B
B
B
B
B
@

1 0 0
0 e

2¼i
3 0

0 0 e¡ 2¼i
3

1

C
C
C
C
C
C
A

U0;2=

0

B
B
B
B
B
B
@

1 0 0
0 e¡ 2¼i

3 0
0 0 e

2¼i
3

1

C
C
C
C
C
C
A

U1;0=

0

B
B
B
B
B
@

0 0 1
1 0 0
0 1 0

1

C
C
C
C
C
A

U1;1=

0

B
B
B
B
B
B
@

0 0 e¡ 2¼i
3

1 0 0
0 e

2¼i
3 0

1

C
C
C
C
C
C
A

U1;2=

0

B
B
B
B
B
B
@

0 0 e
2¼i

3

1 0 0
0 e¡ 2¼i

3 0

1

C
C
C
C
C
C
A

U2;0=

0

B
B
B
B
B
@

0 1 0
0 0 1
1 0 0

1

C
C
C
C
C
A

U2;1=

0

B
B
B
B
B
B
@

0 e
2¼i

3 0
0 0 e¡ 2¼i

3

1 0 0

1

C
C
C
C
C
C
A

U2;2=

0

B
B
B
B
B
B
@

0 e¡ 2¼i
3 0

0 0 e
2¼i

3

1 0 0

1

C
C
C
C
C
C
A

Unit Äare Operatoren fÄur n = 4:

U0;0=

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

U0;1=

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

1 0 0 0
0 i 0 0
0 0 ¡ 1 0
0 0 0 ¡ i

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

U0;2=

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

1 0 0 0
0 ¡ 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 ¡ 1

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

U0;3=

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

1 0 0 0
0 ¡ i 0 0
0 0 ¡ 1 0
0 0 0 i

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

U1;0=

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

U1;1=

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

0 0 0 ¡ i
1 0 0 0
0 i 0 0
0 0 ¡ 1 0

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

U1;2=

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

0 0 0 ¡ 1
1 0 0 0
0 ¡ 1 0 0
0 0 1 0

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

U1;3=

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

0 0 0 i
1 0 0 0
0 ¡ i 0 0
0 0 ¡ 1 0

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

U2;0=

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

U2;1=

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

0 0 ¡ 1 0
0 0 0 ¡ i
1 0 0 0
0 i 0 0

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

U2;2=

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

0 0 1 0
0 0 0 ¡ 1
1 0 0 0
0 ¡ 1 0 0

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

U2;3=

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

0 0 ¡ 1 0
0 0 0 i
1 0 0 0
0 ¡ i 0 0

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

U3;0=

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

U3;1=

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

0 i 0 0
0 0 ¡ 1 0
0 0 0 ¡ i
1 0 0 0

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

U3;2=

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

0 ¡ 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 ¡ 1
1 0 0 0

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

U3;3=

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

0 ¡ i 0 0
0 0 ¡ 1 0
0 0 0 i
1 0 0 0

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
A
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B Eigensystem unit Äarer Operatoren

B.1 Eigensystem von allen Operatoren mit a = 0

Die Eigenwerte fÄur alle unit Äaren Operatoren mit a = 0 sind einfach zu berechnen, da die
Operatoren schon Diagonalform haben. Aus

Û0;bjmi =
n¡ 1X

p=0

! bp jpi hpjmi
| {z }

±p;m

= ! bmjmi (B.1)

kann man direkt die Eigenwerte und EigenzustÄande ablesen

¸ m = ! bm

j¸ m i = jmi : (B.2)

B.2 Eigensystem von allen Operatoren mit a 6= 0

FÄur diesen Fall ist die Herleitung einer geschlossenen Form fÄur Eigenwerte und Eigen-
zustÄande nicht ganz soeinfach und folgt der aus [22]. Ausgangspunkt ist die Eigenwert-
gleichung

Ûa;bj¸ m i = ¸ m j¸ m i : (B.3)

Hier wird fÄur den Eigenzustand eine Entwicklung in die Basis-ZustÄande jl i desHilbert -
raums mit n Dimensionen angenommen:

j¸ m i =
n¡ 1X

l=0

cl (m)jl i ; (B.4)

mit cl (m) als Entwicklungskoe±zient. Setzt man diesenAnsatz in B.3 ein, erhÄalt man
nach einiger Rechnung eine Rekursionsformel fÄur die Koe±zienten

cp+ a(m) =
! bp

¸ m
cp(m): (B.5)

Einer der Koe±zientencp(m) ist unabhÄangig wÄahlbar, da EigenzustÄande nur bis auf eine
Normierung bestimmt sind. Man wÄahlt cl (m) = 1. Setzt man dies in die Rekursion ein
und macht s Rekursionschri t te, erhÄalt man:

cl+ sa =
1

¸ s
m

! bls ! abs( s¡ 1)
2 : (B.6)

Im Folgendenmusszwischenweiterenzwei FÄallenunterschiedenwerden. Ist n 2
�

, wird
die Rekursion erst nach n Schri tt en wieder den gleichen Koe±zienten erzeugen. Es gilt
die Ringbedingung

cl+ na = cl : (B.7)
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Ist jedoch n =2
�

, so kann esbei einigen Operatoren, d.h. bei bestimmten Indexpaaren
f a;bg, schon bei weniger als n Rekursionsschrit ten zur Erzeugung gleicher Koe±zienten
kommen.

ZunÄachst jedoch der gutmÄuti geerste Fall: Setzt man B.6 in B.7 ein und berÄucksich-
ti gt desweiteren, dasscl (m) = 1 gewÄahlt wurde, erhÄalt man eine Gleichung, die nach
(¸ m )n au° Äosbar ist. Zieht man die n-te Wurzel, erhÄalt man die Eigenwerte der unit Äaren
Operatoren:

¸ m = ! bl! abn ¡ 1
2 + m : (B.8)

Es genÄugt hier l = 0 zu betrachten, da die anderen mÄoglichen l zu keinen neuen Eigen-
werten fÄuhren. m nummeriert hier immer den Eigenzustand.

Im zweiten Fall, d.h. n =2
�

, gibt esOperatoren mit Entartungenim Spektrum. Gilt
fÄur n De¯nit ion 4, tr eten Entartungen im Spektr um bei allen Operatoren auf, deren
IndizesVielfache einesPrimfaktors pk von n sind, d.h.

a = xapk ; b= xbpk ; xa; xb 2
�

: (B.9)

FÄur alleanderenOperatorenÄandert sich nichts an der obigenRechnung. Diesespeziellen
Operatoren haben eine andere Ringbedingung, da nicht erst nach der n-ten It eration
der gleiche Koe±zient auftr it t, sondern schon nach der s = nx a

a ten Iteration. Wie oben
kÄonnen damit die Eigenwerte dieserOperatoren bestimmt werden:

¸ m = ! bl!
ab
2 ( nx a

a ¡ 1)+ ma
x a : (B.10)

Hier kann nicht nur l = 0 betrachtet werden. Zu jedem l gehÄoren nx a
a verschiedene

m. Damit alle Eigenwerte erreicht werden, muss gelten l = 0: : : a
xa

¡ 1, wobei a
xa

den
Entart ungsgrad der EigenzustÄande darstellt .

Auch die EigenzustÄande kÄonnen nun angegeben werden. ZunÄachst wieder der gut-
mÄutige Fall ohne Entart ung. Man setzt den fÄur die Eigenwerte gefundenen Ausdruck
B.8 in die Rekursionsformel B.5 ein. Der s-te Koe±zient lautet dann

csa(m) = !
ab
2 s(s¡ n)¡ ms : (B.11)

Setzt man die so gewonnenen Koe±zienten in Gleichung B.4 ein, erhÄalt man nach kor-
rekter Normierung den Eigenzustand

j¸ m i =
1
n

n¡ 1X

s=0

!
ab
2 s(s¡ n)¡ ms jsi : (B.12)

Bei allen unit Äaren Operatoren, die ein entartetes Spekt rum aufweisen, geht man
genauso vor, nur dass hier die Eigenwerte B.10 verwendet werden. Als Eigenzustand
nach entsprechender Normierung erhÄalt man hier

j¸ m;l i =
nxa

a

nx a
a ¡ 1X

s=0

cl+ sa(m) jl + sai ; (B.13)

mit dem Koe±zienten

cl+ sa(m) = (¡ 1)bxa s !
ab
2 s2 ¡ ams

x a : (B.14)
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C M ischungen mit Paketen

C.1 Verallgemeinerter WERNER-Zustand (n prim)

System: N = 2 K noten mit n = 3 Niv eaus

1. Ka tzenzusta nd:

jKatzei =
1

p
3

(j0; 0i + j1; 1i + j2; 2i )

2. Dic htem atri x des Kat zenzusta nds:

½̂Katze =
1
3

(j0; 0ih0; 0j + j0; 0ih1; 1j + j0; 0ih2; 2j + j1; 1ih0; 0j + j1; 1ih1; 1j

+ j1; 1ih2; 2j + j2; 2ih0; 0j + j2; 2ih1; 1j + j2; 2ih2; 2j)

j0; 0i
j0; 1i
j0; 2i
j1; 0i
j1; 1i
j1; 2i
j2; 0i
j2; 1i
j2; 2i

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

h0; 0j h0; 1j h0; 2j h1; 0j h1; 1j h1; 2j h2; 0j h2; 1j h2; 2j
1 0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 1 0 0 0 1

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

=
1
3

3. Kor rela tions tenso r:

uc1 ;c2 =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 1 0

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

4. Pro duk top eratore ntwi ckl ung des Ka tzenzusta nds: Aus dem Korrelations-
tensor folgt die Entwicklung:

½̂Katze =
1
9

(1̂+ Ĉf 1;2g + Ĉf 2;1g + Ĉf 3;3g + Ĉf 4;5g + Ĉf 5;4g + Ĉf 6;6g + Ĉf 7;8g + Ĉf 8;7g)
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5. Verall gemeinert er W ERNE R -Zusta nd:

½̂Werner =
1
9

(1¡ ²)1̂+ ²½̂Katze =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

1+2 ²
9 0 0 0 ²

3 0 0 0 ²
3

0 1¡ ²
9 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1¡ ²
9 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1¡ ²
9 0 0 0 0 0

²
3 0 0 0 1+2 ²

9 0 0 0 ²
3

0 0 0 0 0 1¡ ²
9 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1¡ ²
9 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1¡ ²
9 0

²
3 0 0 0 ²

3 0 0 0 1+2 ²
9

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

6. Ben Äot igte Zust Äande: Nur Pakete,die zu a = 1 gehÄoren(Achtung, bisher wurden
die Produktoperatoren mit f c1; c2g indiziert. Jetzt muss man die extrahieren, die
zu a = 1 gehÄoren).

½̂Pak et (f 3,3g; 0) =
1
9

(1̂ +
2X

¾=1

Ĉ¾
f 3;3g) =

1
9

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

1 0 0 0 1 0 0 0 1
0 1 0 0 0 1 1 0 0
0 0 1 1 0 0 0 1 0
0 0 1 1 0 0 0 1 0
1 0 0 0 1 0 0 0 1
0 1 0 0 0 1 1 0 0
0 1 0 0 0 1 1 0 0
0 0 1 1 0 0 0 1 0
1 0 0 0 1 0 0 0 1

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

½̂Pak et (f 4,5g; 0) =
1
9

(1̂+
2X

¾=1

Ĉ¾
f 4;5g) =

1
9

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

1 0 0 0 1 0 0 0 1
0 1 0 0 0 ! 1 ! 2 0 0
0 0 1 ! 2 0 0 0 ! 1 0
0 0 ! 1 1 0 0 0 ! 2 0
1 0 0 0 1 0 0 0 1
0 ! 2 0 0 0 1 ! 1 0 0
0 ! 1 0 0 0 ! 2 1 0 0
0 0 ! 2 ! 1 0 0 0 1 0
1 0 0 0 1 0 0 0 1

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

½̂Pak et (f 5,4g; 0) =
1
9

(1̂+
2X

¾=1

Ĉ¾
f 5;4g) =

1
9

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

1 0 0 0 1 0 0 0 1
0 1 0 0 0 ! 2 ! 1 0 0
0 0 1 ! 1 0 0 0 ! 2 0
0 0 ! 2 1 0 0 0 ! 1 0
1 0 0 0 1 0 0 0 1
0 ! 1 0 0 0 1 ! 2 0 0
0 ! 2 0 0 0 ! 1 1 0 0
0 0 ! 1 ! 2 0 0 0 1 0
1 0 0 0 1 0 0 0 1

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A
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Mischung dieserPakete:

½̂a=1 =
1
3

(½̂Paket (f 3,3g; 0) + ½̂Paket (f 4,5g; 0) + ½̂Paket (f 5,4g; 0))

Spezielle Mischung:

½̂spez. =
1
9

(1̂ + Ĉf 1;2g + Ĉf 2;1g) =
1
3

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

7. Misc hung eines opti male n W ERNE R -Zusta nds:
Gewichtete Mischung (Np(a=1) = 3):

½̂=
1
4

(3½̂a=1 + ½̂spez.) =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

1
6 0 0 0 1

12 0 0 0 1
12

0 1
12 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1
12 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1
12 0 0 0 0 0

1
12 0 0 0 1

6 0 0 0 1
12

0 0 0 0 0 1
12 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1
12 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1
12 0

1
12 0 0 0 1

12 0 0 0 1
6

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

8. Bere chnung ² : Aus dem Vergleich mit 5. folgt:

² =
1
4

²Peres =
1

nN ¡ 1 + 1
=

1
4

In diesemFall wÄare auch die Mischung aller Pakete opti mal gewesen, was fÄur grÄo¼ere
Systeme nicht mehr gilt. HÄatte man die Berechnung auf Basis der EigenzustÄande uni-
tÄarer Operatoren durchgefÄuhrt ohne die Theorie der Produktoperatorentwicklung, dann
hÄatte man fÄur die Mischung schon 24 ZustÄande berechnen mÄussen. Der Aufwand wÄare
ungemein hÄoher gewesen.

C.2 Verallgemeinerter WERNER-Zustand (n nichtp rim)

System: N = 2 K noten mit n = 4 Niv eaus

1. Ka tzenzusta nd:

jKatzei =
1
2

(j0; 0i + j1; 1i + j2; 2i + j3; 3i )
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2. Pro duk top eratore ntwic klung des Ka tzenzusta nds: c = f c1; c2g

½̂Katz e =
1
16

µ
1̂ + Ĉ1;3 + Ĉ2;2 + Ĉ3;1 + Ĉ4;4 + Ĉ5;7 + Ĉ6;6 + Ĉ7;5 + Ĉ8;8

+ Ĉ9;11 + Ĉ10;10 + Ĉ11;9 + Ĉ12;12 + Ĉ13;15 + Ĉ14;14 + Ĉ15;13

¶

3. Pakete: Nun sollen alle Pakete erzeugt werden fÄur die gilt : a1 = 1 und a2 = 1.

½̂Pak et (f 4,4g; 0) =
1
16

µ
1̂ +

3X

¾=1

Ĉ¾
4;4

¶
=

1
16

µ
1̂ + Ĉ4;4 + Ĉ8;8 + Ĉ12;12

¶

½̂Pak et (f 5,7g; 0) =
1
16

µ
1̂ +

3X

¾=1

Ĉ¾
5;7

¶
=

1
16

µ
1̂ + Ĉ5;7 + Ĉ10;10 + Ĉ15;13

¶

½̂Pak et (f 7,5g; 0) =
1
16

µ
1̂ +

3X

¾=1

Ĉ¾
7;5

¶
=

1
16

µ
1̂ + Ĉ7;5 + Ĉ10;10 + Ĉ13;15

¶

½̂Pak et (f 6,6g; 0) =
1
16

µ
1̂ +

3X

¾=1

Ĉ¾
6;6

¶
=

1
16

µ
1̂ + Ĉ6;6 + Ĉ8;8 + Ĉ14;14

¶

Mischung dieserPakete:

½̂a=1 =
1
4

1
16

µ
4 1̂ + Ĉ4;4 + Ĉ5;7 + Ĉ6;6 + Ĉ7;5 + 2Ĉ8;8

+ 2Ĉ10;10 + Ĉ12;12 + Ĉ13;15 + Ĉ14;14 + Ĉ15;13

¶

Man erkennt sofort das Problem: Neben den, wie erwartet, fehlenden Operatoren
zu a = 0 sind zwei Operatoren, nÄamlich Ĉ8;8; Ĉ10;10, doppelt vorhanden und zwei
fehlen ganz Ĉ9;11; Ĉ11;9.

4. Korr ekturpak ete:

½̂Pak et (f 9,11g; 0) =
1
16

µ
1̂ +

3X

¾=1

Ĉ¾
9;11

¶
=

1
16

µ
1̂ + Ĉ9;11 + Ĉ2;2 + Ĉ11;9

¶

½̂Pak et (f 8,8g; 2) =
1
16

µ
1̂ +

1X

¾=1

! 2¾Ĉ¾
8;8

¶
=

1
16

µ
1̂ ¡ Ĉ8;8

¶

½̂Pak et (f 10,10g; 2)=
1
16

µ
1̂ +

1X

¾=1

! 2¾Ĉ¾
10;10

¶
=

1
16

µ
1̂ ¡ Ĉ10;10

¶

Selbst das erste Korrekturpaket enthÄalt noch einen Fehlterm, den Operator Ĉ2;2,
um diesenzu entfernen, benÄotigt man noch ein weiteresPaket.

½̂Pak et (f 2,2g; 2) =
1
16

µ
1̂ +

1X

¾=1

! 2¾Ĉ¾
2;2

¶
=

1
16

µ
1̂ ¡ Ĉ2;2

¶
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5. Speziell e Pakete: Bis jetzt fehlen noch alle Produktoperatoren mit a = 0

½̂Pak et (f 1,3g; 0) =
1
16

µ
1̂ +

3X

¾=1

Ĉ¾
1;3

¶
=

1
16

µ
1̂ + Ĉ1;3 + Ĉ2;2 + Ĉ3;1

¶

6. Misc hung aller Pakete:

½̂=
1
9

µ
½̂Pak et (f 4,4g; 0) + ½̂Pak et (f 5,7g; 0) + ½̂Pak et (f 7,5g; 0) + ½̂Pak et (f 6,6g; 0)

+ ½̂Pak et (f 9,11g; 0) + ½̂Pak et (f 8,8g; 2) + ½̂Pak et (f 10,10g; 2)

+ ½̂Pak et (f 2,2g; 2) + ½̂Pak et (f 1,3g; 0)
¶

=
1
9

1
16

µ
9 1̂ + Ĉ4;4 + Ĉ8;8 + Ĉ12;12 + Ĉ5;7 + Ĉ10;10 + Ĉ15;13

+ Ĉ7;5 + Ĉ10;10 + Ĉ13;15 + Ĉ6;6 + Ĉ8;8 + Ĉ14;14

+ Ĉ9;11 + Ĉ2;2 + Ĉ11;9 ¡ Ĉ8;8 ¡ Ĉ10;10 ¡ Ĉ2;2 + Ĉ1;3 + Ĉ2;2 + Ĉ3;1

¶

=
1
16

Ã

1̂ +
1
9

µ
Ĉ4;4 + Ĉ8;8 + Ĉ12;12 + Ĉ5;7 + Ĉ10;10 + Ĉ15;13 + Ĉ7;5 + Ĉ13;15

+ Ĉ6;6 + Ĉ14;14 + Ĉ9;11 + Ĉ11;9 + Ĉ1;3 + Ĉ2;2 + Ĉ3;1

¶ !

7. Erge bnis: Die Mischung ist nun erfolgreich durchgefÄuhrt , alle Produktoperatoren
sind vorhanden. Das Ergebnis ist ein We rne r -Zustand mit

² =
1
9

²opt =
1

nN ¡ 1 + 1
=

1
5

:

D.h. man ist weit unterhalb der in [6, 25] angegebenen Separabil it Äatsgrenze fÄur
We rne r -ZustÄande.
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D Beispiel zur M ischung eines Mo duls

System: N = 2 Kno ten mit n = 5 Niv eaus

1. Zu mischendes Mo dul: (Hier gilt Ĉy
c = Ĉn¡ 1

c , da n ungerade ist.)

½̂Mo dul (c; 1) =
1
25

Ã

1̂ + ¥
µ

! Ĉc + ! 4 Ĉ4
c

¶ !

2. Pakete:

½̂Pak et (c; s) =
1
25

µ
1̂ +

4X

¾=1

! s¾Ĉ¾
c

¶

3. Misc hung der ausgewÄahlt en Pakete:

½̂Mo dul (c; k= 1) =
1

N

Ã
1X

´ =1

µ
r (´ )½̂Pak et (c; ´ + k) + r (5 ¡ ´ )½̂Pak et (c; 5 ¡ ´ + k)

¶

+ ½̂Pak et (c; k)

!

=
1

N

Ã

r (1) ½̂Pak et (c; 2) + r (4) ½̂Pak et (c; 5=̂ 0) + ½̂Pak et (c; 1)

!

=
1

N
1
25

Ã µ
1 + r (1) + r (4)

¶
1̂

+
µ

! 1 + r (1) ! 2 + r (4)
¶

Ĉc +
µ

! 2 + r (1) ! 4 + r (4)
¶

Ĉ2
c

+
µ

! 3 + r (1) ! 6 + r (4)
¶

Ĉ3
c +

µ
! 4 + r (1) ! 8 + r (4)

¶
Ĉ4

c

!

4. LG S: Die reellen Koe±zienten sollen so gewÄahlt werden, da¼die Operatoren Ĉ2
c

und Ĉ3
c verschwinden. Daraus ergibt sich das folgende LGS:

µ
! 2 + r (1) ! 4 + r (4)

¶
= 0

µ
! 3 + r (1) ! 6 + r (4)

¶
= 0
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mit den LÄosungen:

r (1) = ¡
1

! 2(1 + ! )
=

1
2

(
p

5 ¡ 1);

r (4) = ¡
! 3

1 + !
=

1
2

(
p

5 ¡ 1):

Die Normierung hat dann den Wert:

N = 1 + r (1) + r (4) = ¡
1 ¡ ! ¡ ! 3 + ! 4

! 2
=

p
5:

5. Gemi schtes Mo dul: WÄahlt man nun in der Mischung der Pakete die Koe±zien-
ten so,wie durch das LGS berechnet, erhÄalt man die Dichtematrix:

½̂Mo du l (c; k) =
1

N
1
25

µ
N 1̂ +

! 2

1 + ! + ! 2
Ĉc +

! 5

1 + ! + ! 2
Ĉ4

c

¶

=
1
25

Ã

1̂ +
!

N (1 + ! + ! 2)
| {z }

=¥

µ
! Ĉc + ! 4 Ĉ4

c

¶ !

mit

¥ =
1

2
p

5
(
p

5 ¡ 1) <
1
2

:

Das so gemischte Modul entspricht dem oben gewÄunschten.
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E Mi schungen eines WERNER-Zustands mit Mo dulen

System: N = 2 Kno ten mit n = 3 Niv eaus

1. Korr elationst ensor des Ka tzenzusta nds:

uf c1 ;c2g(½̂Ka tze ) =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 1 0

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

2. Mo dulaus wahl: Da alle EintrÄageim Korrelationstensor eins sind, benÄoti gt man
nur Module mit der PhaseÁ = 0. Zu allen im Korrelationstensor auftr etenden von
null verschiedenen Elementen wird ein Modul benÄotigt:

½̂Mo dul (f 1,2g; 0); ½̂Mo dul (f 2,1g; 0); ½̂Mo dul (f 3,3g; 0); ½̂Mo du l (f 4,5g; 0)

½̂Mo dul (f 5,4g; 0); ½̂Mo dul (f 6,6g; 0); ½̂Mo dul (f 7,8g; 0); ½̂Mo du l (f 8,7g; 0)

All e Mischungskoe±zienten dieserModule sind eins.

3. Misc hung all er Mo dule:

½̂Misc h =
1
8

(½̂Mo du l (f 1,2g; 0) + ½̂Mo du l (f 2,1g; 0) + ½̂Mo du l (f 3,3g; 0) + ½̂Mo du l (f 4,5g; 0)

+ ½̂Mo du l (f 5,4g; 0) + ½̂Mo du l (f 6,6g; 0) + ½̂Mo du l (f 7,8g; 0) + ½̂Mo du l (f 8,7g; 0))

=

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

5
36 0 0 0 1

24 0 0 0 1
24

0 7
72 0 0 0 0 0 0 0

0 0 7
72 0 0 0 0 0 0

0 0 0 7
72 0 0 0 0 0

1
24 0 0 0 5

36 0 0 0 1
24

0 0 0 0 0 7
72 0 0 0

0 0 0 0 0 0 7
72 0 0

0 0 0 0 0 0 0 7
72 0

1
24 0 0 0 1

24 0 0 0 5
36

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

4. Vergle ich mit W ERNER -Zusta nd: Aus dem Vergleich mit dem We rne r -
Zustand erhÄalt man:

² =
1
8

=
1

nN ¡ 1
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F Gedankenexperimente

F.1 EPR-Paradoxon

Hier soll die Rechnung zu den im Kapit el 2.2.1 vorgestellten EPR-Messungen kurz dar-
gestellt werden (siehe dazu auch [15]). Syst em: N = 2; n = 2

1. Messoperator: Die Messung der Polarisation am ¹ ten Teilchen kann mit Hil fe
des Messoperators

Â(¹ ) =
µ

cos(£(¹ )) sin(£( ¹ ))
sin(£( ¹ )) ¡ cos(£( ¹ ))

¶

durchgefÄuhrt werden. Dabei soll in der Messung daserste Teilchen nach links, das
zweite nach rechts ge°ogen sein, au¼erdem soll der linke Pol¯l ter auf £(1) = 0
fest eingestellt sein und nur der rechte soll mit £(2) = £ verdreht werden (siehe
Abbildung 2.1). Der Korrelationsmessoperator Â ist damit :

Â = ^A(1) ­ ^A(2) =
µ

1 0
0 ¡ 1

¶
­

µ
cos(£) sin(£)
sin(£) ¡ cos(£)

¶

=

0

B
B
@

cos(£) sin(£) 0 0
sin(£) ¡ cos(£) 0 0

0 0 ¡ cos(£) ¡ sin(£)
0 0 ¡ sin(£) cos(£)

1

C
C
A

2. Zu messender Zusta nd: Hier sollen verschiedene ZustÄande mit tels des oben
dē n ierten Messoperators Â gemessenwerden:

a) Katzenzustand:

½̂Katze =

0

B
B
@

1
2 0 0 1

2
0 0 0 0
0 0 0 0
1
2 0 0 1

2

1

C
C
A

b) We rne r -Zustand mit ² = 1
3 :

½̂Werner =

0

B
B
@

1+ ²
4 0 0 ²

2
0 1¡ ²

4 0 0
0 0 1¡ ²

4 0
²
2 0 0 1+ ²

4

1

C
C
A
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c) 6 ProduktzustÄande in die der unter b) de¯nierte W ern er -Zustand zerlegt
werden kann:

½̂1 =

0

B
B
@

1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

1

C
C
A ; ½̂2 =

0

B
B
@

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1

1

C
C
A ;

½̂3 =
1
4

0

B
B
@

1 ¡ 1 ¡ 1 1
¡ 1 1 1 ¡ 1
¡ 1 1 1 ¡ 1
1 ¡ 1 ¡ 1 1

1

C
C
A ; ½̂4 =

1
4

0

B
B
@

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

1

C
C
A ;

½̂5 =
1
4

0

B
B
@

1 i ¡ i 1
¡ i 1 ¡ 1 ¡ i
i ¡ 1 1 i
1 i ¡ i 1

1

C
C
A ; ½̂6 =

1
4

0

B
B
@

1 ¡ i i 1
i 1 ¡ 1 i

¡ i ¡ 1 1 ¡ i
1 ¡ i i 1

1

C
C
A

3. Korr elationsf unkti on:
Die Korrelationsfunkt ion berechnet sich nach

f (£) = Spurf Â ½̂g

a) Korrelationsfunkti on desKatzenzustands: f (£) = cos(£)
(siehe Abbildung 2.1(b))

b) Korrelationsfunkti on desWe rne r -Zustands f (£) = ² cos(£)
(siehe Abbildung 2.2)

c) Korrelation jedesder sechs ZustÄande berechnen:

f 1(£) =
1
6

cos(£); f 2(£) =
1
6

cos(£)

f 3(£) = f 4(£) = f 5(£) = f 6(£) = 0

Gesamte Korrelationsfunkti on setzt sich zusammenals Summe der einzelnen:

f (£) =
6X

i =1

f i =
1
3

cos£

dieseFunkt ion stimmt mit der aus Teil b) fÄur ² = 1
3 Äuberein.

Die Korrelationsfunkt ionen entsprechen den Erwartungen. Bei den gemischten
ZustÄanden skaliert die Funkt ion f (£) mit ², der Kontrast der Interferenz wird
schwÄacher. Das Experiment macht keinen prinzipiellen Unterschied zwischen ver-
schrÄankten und nichtverschrÄankten ZustÄanden, denn fÄur ² > 1

3 ist der gemischte
Zustand aus b) verschrÄankt .
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F.2 "Blasse\ Teleportation

1. Quan t enkanal:

½̂Werner =

0

B
B
@

1+ ²
4 0 0 ²

2
0 1¡ ²

4 0 0
0 0 1¡ ²

4 0
²
2 0 0 1+ ²

4

1

C
C
A

2. Zu tele portie render Zust and:

½̂Ali ce = (aj0i + bj1i )(a¤h0j + b¤h1j) =
µ

aa¤ ab¤

ba¤ bb¤

¶

wobei gelten mu¼:aa¤ + bb¤ = 1

3. Zusta nd des ganzen Systems :

½̂ges = ½̂Ali ce ­ ½̂Werner

=

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

1+ ²
4 aa¤ 0 0 ²

2aa¤ 1+ ²
4 ab¤ 0 0 ²

2ab¤

0 1¡ ²
4 aa¤ 0 0 0 1¡ ²

4 ab¤ 0 0
0 0 1¡ ²

4 aa¤ 0 0 0 1¡ ²
4 ab¤ 0

²
2aa¤ 0 0 1+ ²

4 aa¤ ²
2ab¤ 0 0 1+ ²

4 ab¤

1+ ²
4 ba¤ 0 0 ²

2ba¤ 1+ ²
4 bb¤ 0 0 ²

2bb¤

0 1¡ ²
4 ba¤ 0 0 0 1¡ ²

4 bb¤ 0 0
0 0 1¡ ²

4 ba¤ 0 0 0 1¡ ²
4 bb¤ 0

²
2ba¤ 0 0 1+ ²

4 ba¤ ²
2bb¤ 0 0 1+ ²

4 bb¤

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

4. EPR -Messung von Alice: Mi t einer Wahrscheinlichkeit p3 = 1
4 mi¼t Ali ce den

EPR-Zustand:

jÃ(1; 2)i 3 3hÃ(1; 2)j:

Angenommen dieser Fall ist eingetreten, dann wird der Gesamtzustand auf den
Zustand

P̂3 = jÃ(1; 2)i 3 3hÃ(1; 2)j ­ 1̂(3)

projiziert. Der Gesamtzustand geht dann Äuber in den Zustand:

½̂0
ges =

1
p3

P̂3 ½̂ges P̂3:

5. Zusta nd bei Bob: Durch Ausspuren erhÄalt man den Zustand von Bob:

½̂Bob = Spur1;2f ½̂0
gesg =

µ
1¡ ²

2 + ²aa¤ ²ab¤

²ba¤ 1¡ ²
2 + ²bb¤

¶
=

1
2

(1 ¡ ²)1̂ + ²½̂Alic e;

damit ist man in diesem Fall schon fertig, Bob hat eine verrauschte Version des
ursprÄunglichen Zustands von Ali ce erhalt en.
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